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Descricéo

A disciplina consiste em uma apresentacdo sequencial de conceitos, propriedades, resultados
derivados e aplicacdes, integrantes de um estudo que possui funcdes reais de uma variavel como foco
primario. Procura-se expor o conceito geral de funcdo matematica para, a partir dai, visitar,
sucessivamente, os principais tipos de funcfes elementares, analisando, em cada caso, elementos
constitutivos basicos, como dominio, contradominio e imagem, estendendo-se a investigacdes que
visam estabelecer variacdo de sinal, crescimento e/ou decrescimento e representagdo grafica.

O programa da disciplina divide-se em seis unidades, das quais a primeira e a quarta séo
responsaveis pela introducédo de conceitos e resultados utilizados como fundamentos na apresentacao
individual das fungdes do 12 Grau, Quadraticas, Exponenciais, Logaritmicas e Trigonométricas, que
correspondem ao contetido das quatro unidades complementares. Em cada estudo especifico, busca-se
a caracterizagdo da funcdo por meio de propriedades que possibilitem ao estudante estabelecer
correspondéncias entre determinadas situacdes-problema da vida real e a espécie de funcéo
focalizada, objetivando sua utilizacdo na construcdo de uma traducdo matematica da respectiva
situacéo.

Objetivos
Ao final do curso, espera-se que o aluno

L possua competéncia referente a compreensdo do significado matematico de funcdo, ai
incluindo-se familiaridade com as nog¢fes de dominio, contradominio, imagem, sistema
cartesiano de coordenadas e representacéo gréafica,

[0 esteja habilitado a discorrer sobre conceitos contiguos ao de funcdo, como injetividade,
sobrejetividade, bijetividade, inversdo, composicdo, paridade e imparidade, crescimento e
decrescimento,

[d saiba identificar cada um dos tipos de funcdo elementar estudados, associando-os a
propriedades que os individualizam, e

[l] tenha criado uma concepcdo aplicada do conceito matematico de funcdo, ligando-o, de
forma simples, direta e despojada de tecnicismos formais, a outras ciéncias e a fatos e
ocorréncias da sua vida cotidiana.
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Unidades Tematicas Integradas

Unidade | Funcdes: alguns principios

e A definicdo de funcéo

e Sistema cartesiano de coordenadas

e Representacdo de funcbes por meio de tabelas e graficos

e Funcdes injetora, sobrejetora e bijetora — Funcdo invertivel
e Composicao de funcdes

e O conjunto R como fornecedor de dominios
Unidade 11 Fungobes do 18 grau

e Definindo func¢6es do 19 grau
e Representacdo gréafica
e Variacdo do sinal

e Inequacgdes produto e quociente

Unidade Il Funcédo do 22 grau

e Iniciando o estudo da funcédo e da equacgdo do 22 grau
e Representacdo grafica

e Variacdo do sinal

Unidade IV Revendo alguns conceitos e ampliando conhecimentos

e ldentificagdo grafica de uma funcéo

e Identificagdo de funcdes injetoras

e Funcdes pares e funcdes impares

e FuncGes crescentes e fungBes decrescentes

e Bijetividade e inversdo

Unidade V = Funcdes Exponencial e Logaritmica

e A funcgéo exponencial
e Propriedades da potenciagéao
e Crescimento e decrescimento
e Representacdo gréafica

e A funcdo logaritmica
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e Propriedades do logaritmo
e Representacdo gréafica
e [Equagles e inequagbes exponenciais

e Equacles e inequacgles logaritmicas
Unidade VI Funcdes trigonomeétricas

e Medindo arcos e angulos

e A unidade de medida grau

e A unidade de medida radiano

e Convertendo unidades

e Razles trigonométricas em um triangulo retangulo

e Funcdes trigonométricas

e Valores das funcdes trigonométricas de angulos especiais
e Olhando as fun¢Bes seno e cosseno mais de perto

e Representagdo grafica das funcdes seno, cosseno e tangente
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URidadel Funcoes: alguns principios
1. Situando a Tematica

Quando falamos que uma coisa é funcdo de outra, queremos dizer, simplesmente, que a
primeira delas depende da segunda. Situacdes de dependéncia, ou vinculagdo, fazem-se presentes
constantemente em nossa vida. O nosso modo de vestir, por exemplo, estd certamente vinculado ao
evento do qual vamos participar, ou seja, nosso traje é, normalmente, uma funcdo do tipo de
acontecimento ao qual vamos comparecer.

No vocabuléario da Matematica, a palavra fungéo possui um significado muito mais preciso.
Como veremos, ndo serad uma situacdo qualquer de vinculacdo que fara por merecer a denominacdo de
funcdo, isto porque o conceito matematico deste tipo de relacdo de dependéncia incorpora requisitos
bem definidos. Por isso, iniciamos nosso estudo nos informando sobre as normas que impfe a
Matematica para a existéncia de uma funcdo. Vamos descobrir, inclusive, que as fungbes matematicas
possuem uma linguagem propria, caracterizada por expressdes como dominio, imagem, variavel
independente, varidvel dependente e muitas outras.

A partir de agora, vocé estd convidado a nos acompanhar neste passeio pelo mundo das
funcdes. Juntos analisaremos detalhadamente suas regras, conheceremos diagramas, tabelas e
graficos, verdadeiras ferramentas de decoragdo utilizadas para exposi¢cdo de funcdes em vitrina, e
aprenderemos a realizar operacdes que, a partir de fun¢des conhecidas, geram novas fungoes.

2. Problematizando a Tematica

No nosso dia-a-dia, mesmo que ndo percebamos, ocorrem diversas situagdes que descrevem
associagOes entre pessoas, entre coisas, entre pessoas e coisas, enfim entre conjuntos cujos elementos
sdo caracterizados por alguma propriedade. Considere, por exemplo, a correspondéncia entre uma
pessoa e seu nome. Esta relacdo pessoa — nome apresenta duas caracteristicas que merecem destaque:

1) toda pessoa possui um nome e
2) cada pessoa possui um Unico nome.

Portanto, se designarmos por A o conjunto de pessoas e por B o de nomes, veremos que “a
cada elemento de A estd associado um Unico de B”. Nesta observacdo reside a esséncia do conceito
matematico de funcdo como mecanismo formal de expressar certos tipos de associacdes.

3.Conhecendo a Tematica

3.1 A definigéo de funcéo

Definicéo 3.1-1

Se A e B sdo conjuntos ndo vazios, uma funcdo de A em B é uma conexdo que se
estabelece entre estes conjuntos, por meio de uma regra que associa cada elemento de A a um Unico
elemento de B.

De acordo com a definicdo acima, através de uma funcdo “todo mundo de A ¢é
obrigatoriamente associado a alguém de B, ndo se admitindo que um elemento em A se associe a
dois ou mais elementos em B”. Se V e ! significam, respectivamente, “para todo” e “existe um

Unico”, dizemos, simbolicamente, que uma regra de conexdo f é uma funcdo de um conjunto A em
outro B, se

Vxe A, FlyeB,tal quey=f(x),

0 que denotamos por
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f:A—> B
X—>y="f(x).

Exemplo 3.1-2

Sejam A={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} e B={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}. Se entre estes
conjuntos estabelecermos uma relagdo por meio da regra y = f (X) = x + 1, estaremos definindo uma

funcédo de A em B, pois a cada elemento de A estd associado um Unico de B. Se, por outro lado,
associarmos os elementos desses mesmos conjuntos através da regra y = 2X, entdo ndo teremos uma
funcdo de A em B, ja que existe elemento em A (X=7 é um deles) que ndo esta associado a
qualquer elemento de B. Dizemos, nesse caso, que entre os conjuntos A e B existe, apenas, uma
relacdo (Veja a Figura 3.1-3).

Sempre que uma funcgdo esteja definida, destacam-se através de denominacdes préoprias seus
elementos constitutivos. Tomando-se o exemplo anterior por referéncia, temos o conjunto A como
conjunto de partida ou dominio, ou seja, ambiente onde f atua, e B, como conjunto de chegada ou

contradominio da fungdo f(x)=x+1. O conjunto {2,3,4,5,6,7,8,9,10,11}, composto pelos
elementos y de B que estdo relacionados aos elementos X de A por meio de f, é denominado de
imagem da funcéo.

Finalmente, na regra y = f (x) = x +1, a varidvel X, que representa elemento do dominio, é
chamada de independente e a variavel y, cujo valor depende do de X, é, por essa razdo, chamada de
dependente.

Figura 3.1-3

-

DOMINIO CONTRADOMINIO

IMAGEM

3.2 Sistema cartesiano de coordenadas

Em uma reta numerada, vamos chamar de ponto cada um de seus numeros. Em um plano, um
ponto corresponderd a um par de nimeros.
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Ampliando o seu Conhecimento

Esta idéia de correspondéncia tendo como referéncia duas retas numeradas perpendiculares,
chamadas eixos, foi desenvolvida no século XVIlI com a destacada participagdo do
matematico e filésofo francés René Descartes (1596-1650), cujo sobrenome em latim
escreve-se Cartesius.

Por essa razdo, tal sistema de identificacdo de pontos recebe o nome de sistema cartesiano
e o plano, por conseqiiéncia, é denominado de plano cartesiano.

Nesse sistema, representa-se no eixo horizontal a variavel identificada por X, reservando-se o
vertical para a identificada por y. Se a partir do ponto X do eixo horizontal, tracarmos uma reta
vertical para cima ou para baixo, dependendo de termos y>0 ou y <0, e a partir do ponto y no
eixo vertical, tracarmos uma reta horizontal para a direita ou para a esquerda, dependendo de termos
x>0 ou x<0, localizaremos o ponto (X, Y) no cruzamento dessas duas retas.

Devemos observar que:
1) o par (X,y) é ordenado, fato que implica no ponto / Yy \

(x, y) ser diferente do ponto (Y, X), para X # Y, S— ;
L. . . 22 quadrante 1% quadrante
2) se um ponto P ¢ identificado geometricamente com um q e ‘
par ordenado (X, Yy), entdo este contém as coordenadas e 1
. , 4 unidades | _:| da origem
cartesianas de P, sendo os nimeros X e Y chamados, LT i V. L I
) N ll 2 .U:'Nia es
respectivamente, de abscissa e ordenada daquele ponto, g i b~ e
. . . 6543210123456 T
3) oponto (0,0) é chamado de origem do sistema e i
' 2 3uqidades
4) os eixos dividem o plano cartesiano em quatro regides 4-3) i
chamadas quadrantes, como mostra a figura ao lado. . —
. 3°quadrante .- 4° quadrante -
Figura 3.2-1 K /

3.3 Representacado de funcdes por meio de tabelas e graficos

Voltando a considerar a funcdo apresentada no Exemplo 3.1-2, vemos que as
correspondéncias por ela estabelecidas entre as varidveis X, do dominio, e y, da imagem, podem ser

representadas através da seguinte tabela:

X y=f(x)=x+1 X y=f(x)=x+1
1 2 6 7
2 3 7 8
3 4 8 9
4 5 9 10
5 6 10 11
Dessa tabela formamos 0 conjunto de pares ordenados

Gr(f)={(1,2),(2,3),(3,4),(4,5),(5,6),(6,7),(7,8),(8,9), (9,10), (10,11)}, que vem a ser o
grafico da fungdo y = f(x)=x+1. No plano cartesiano, esse grafico possui a representacdo
exposta através da Figura 3.3-1.
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Figura 3.3-1

x
1.2 3 4 5 6 7 8 9 10 /

3.4 Func0es injetora, sobrejetora e bijetora - Funcgéo invertivel

Definicéo 3.4-1

Uma funcdo é chamada injetora, se elementos distintos do seu dominio possuem imagens
distintas. Se o conjunto imagem de uma funcdo é todo o seu contradominio, entdo esta funcdo é
sobrejetora. Uma funcdo injetora e sobrejetora é dita bijetora.

Em simbolos da linguagem matematica, a definicdo anterior fica assim: uma funcéo
f:A— B é injetora se, dados X,, X, € A, com X # X,, tivermos f(x;)=Yy,;#VY,=f(X,). Se

VyeB,3dxe A, talque y= f(x), entdo f é uma funcdo sobrejetora.

Figura 3.4-2

A Figura 3.4-2 mostra-nos trés diagramas. De cima para
baixo, vemos que o primeiro corresponde ao de uma funcéo
apenas injetora, o segundo ao de uma funcdo apenas
sobrejetora e o terceiro ao de uma fungdo injetora e
sobrejetora, ou seja, bijetora. Vemos, ainda, que sé no
terceiro, a inversdo da correspondéncia X > Yy em X<y

fornece uma funcdo, também bijetora, tendo como dominio o
conjunto B e imagem o conjunto A, como mostra a Figura

CONTRADOMINIO DOMINIO

elementos do dominio
sem correspondentes
na imagem ?

um elemento do dominio
associado a dois elementos
da imagem ?

uma fungéo com
dominio em B e
contradominio
(= imagem)
emA

Figura 3.4-3.
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Dessa forma, dizemos que
f:A={0,1,2,3} > B={0,3,6,9}
f (x) =3x
é uma fungdo invertivel, sendo

g:B={0,3,6,9 > A={0,1,2, 3}
g(y)=y/3

a sua inversa.

Tendo em vista a convencgdo de a variavel independente ser denotada por X e a dependente
por Yy, é comum expressar a formula da funcdo inversa na forma y=f _1(x), 0 que nos faria
reescrever a inversade y = f (x) = 3x como

f1:B={0,3,6,9} > A={0,1, 2,3}
x > y="f 1(x)=x/3.

A Figura 3.4-4 traz as representacdes graficas das funcdes f e f 1 acima referidas.

y Bissetriz dos
Quadrantes 1 e 111

9

Figura 3.4-4

s T
1 L

1.2 3 6 9

® —— Pontos do gréfico de f
O — Pontos do grafico de f -1

Para uma fungdo qualquer f : A — B, as observacdes feitas a partir da Figura 3.4-2 podem
ser generalizadas nos seguintes termos:

1. Se f é bijetora, entdo f é invertivel.
2. Se f éinvertivel, entdo f é bijetora.

3. A inversa de uma funcdo bijetora f:A —> B, com y=f(x), é a fungdo

f1:B > A, com y=f }(x), também bijetora, cuja férmula de definicdo obtém-
se a partir da férmula de f, explicitando-se X em funcdo de Yy e, depois,
substituindo-se X por Yy e vice-versa.

4, Os graficosde f e f ! s30 simétricos em relagdo a bissetriz dos primeiro e terceiro
quadrantes.
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3.5 Composicéo de funcgdes

Considere f:A={0,1,2,3} > B={1,2,3,4,5} ¢ ¢g:B—> C={1,2,3,4,5,6,8,10} as

funcoes definidas por f(x)=x+ 1e g(x)=2x, respectivamente.

C
2
3 8

Figura 3.5-1

~ . .. I
Ao representarmos essas fun¢Bes em diagrama unico, B

como o da Figura 3.5-1, podemos interpretar as

correspondéncias X — Yy nele descritas como vdos com origem

nos pontos localizados em A e destino em pontos situados em y
C, com escala em pontos de B. De fato, a correspondéncia /

0 — 2 da-se em virtude da sucessdo das associacbes 0 >1 e | A //
1— 2, a correspondéncia 3 — 8, em virtude da sucessdo das

associacdes 3 — 4 e 4 — 8, e assim por diante.

Surge, entdo, a pergunta: Existe uma funcéo que desempenhe o papel de vbo direto de A para C, sem a
necessidade da escala em B?

A resposta a questdo anterior é afirmativa. Chamando de h tal funcdo e notando que
h(0)=2=g(1)=g9(f(0))
h(1)=4=9(2)=9(f(1))
h(2)=6=9(3)=9(f(2))
h(3)=8=9(4)=9(f(3)).

temos que para cada X e A, h(x) assume, precisamente, o mesmo valor que g(f (x)). Este fato
leva-nos a deduzir que a funcdo h pode ser definida como

h:A—>C
X—=>h(x)=g(f(x))=2(x+1)=2x+ 2.

Observe que a lei de correspondéncia estabelecida pela funcdo h farad sentido, se para todo x e A,
tivermos f (Xx) no dominio de ¢, pois, s6 assim, fica garantida a existéncia do valor g( f (x)).
O caso particular que acabamos de descrever é generalizado através da seguinte definicéo.

Definicdo 3.5-2
Dadas fungdes f:A—>B e g:B —>C, podemos definir a fungdo h: A— C através da

formula h(x) =(geof)(x)=g(f(x)), sempre que a imagem da f seja subconjunto do dominio da
funcdo g. A funcdo h assim definida recebe o nome de composta da fungdo g com a fungédo f .

3.6 O conjunto R como fornecedor de dominios

As funcdes objeto do nosso estudo sdo funcdes reais de uma variavel real, ou seja, regras de
correspondéncias do tipo y = f(Xx), nas quais X e Yy sdo nimeros reais. Como vimos, uma regra

dessa natureza definira uma func¢éo, se a cada valor de X corresponder um Unico de y. Dessa forma,
de posse de uma regra univoca, isto €, que a um elemento x associe um Unico elemento Yy, uma

guestdo apresenta-se como fundamental na definicdo de uma funcdo de variavel real: quais nimeros
reais X podem servir para gerar correspondéncias por meio da regra y = f (x)?
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De acordo com a Definicdo 3.1-1, resolver essa questdo é determinar o dominio da funcéo, o

qual podera ser o conjunto R ou um seu subconjunto, dependendo de a féormula utilizada para definir
a funcdo envolver, ou ndo, duas operacbes que possam provocar situacdes de risco no
estabelecimento da correspondéncia entre varidveis X e Yy reais: divisdo, porque denominadores néo

podem se anular, e radiciagdo com indice par, porque, em R, esta operacdo ndo admite radicandos
negativos. Veja o exemplo abaixo.

Exemplo 3.6-1

Se considerarmos a regra y =1/(x —1), observamos que X=-1,x=0, x=2 e x=1/2 sédo
exemplos de valores da variavel X que geram correspondéncias, sendo estas, respectivamente,
y=-1/2,y=-1,y=1e y=-2.

Contudo, ndo encontramos qualquer Yy que esteja associado a X =1, isto porque é este o valor

da variavel X que anula o denominador da férmula que define a funcdo. Como este é o Unico valor
com tal caracteristica, concluimos que o conjunto

{xeR/x#1}=R - {1}

1
é 0 dominio da funcdo definida por y = 1
X i

Por outro lado, se quisermos que a férmula y =,/ X — 2 defina uma funcdo, do dominio desta
seremos obrigados a eliminar todos os valores de X menores que 2, ja que 4/ X — 2 constitui um

namero real y, somente se X — 2 >0, ou seja, se X > 2. Neste caso, portanto, {xeR / x>2} =

[2,+0) é o conjunto a ser tomado para dominio da funcdo definida pela formula y =,/ x - 2.

Finalmente, notamos que na formula y =2x -1 qualquer valor da varidvel X gera um

correspondente valor da variavel Yy, sendo, por conseguinte, R o dominio da fungdo definida por essa
regra associativa.

4. Avaliando o que foi construido

Nesta unidade vocé travou o primeiro contato com as funcdes matematicas, foi apresentado ao
plano cartesiano, aprendeu a identificar algumas caracteristicas especiais em func¢fes, viu como se
processa uma composicdo entre elas e pode constatar que situacGes problematicas sdo possiveis de
ocorrer quando o conjunto dos nimeros reais atua como fonte de dominios.

Foi realmente grande o volume de conhecimentos apresentados. Porém, fique certo, ainda ha
muito que aprender dentro desses mesmos topicos. Vocé sabe, por exemplo, o significado de produto
cartesiano? Vocé saberia dizer se a operacdo de composicdo de fungBes é comutativa, ou seja, se
dadas duas funcdes f e g quaisquer, tem-se sempre fog=gof?

No Moodle...

Bésico Il na plataforma MOODLE, onde tera a oportunidade de revisar, testar e enriquecer
seus conhecimentos. Lembre-se de que somos parceiros nos estudos e, portanto, eu néo
pretendo seguir adiante sem que vocé me acompanhe. Aguardo vocé no MOODLE!

ﬂ Pois é. Vocé precisa visitar o espago reservado a disciplina Matemética para o Ensino

168



DANTE, Luiz R., Matematica: Contexto e Aplicacdes. Editora Atica, Vol. 1, 1a Edigdo, 1999.

IEZZI, G., Dolce, O., Hazzan, S., Fundamentos de Matematica Elementar, VVol. 1, Editora Atual, 8a
Edicédo, 2004.

LIMA, Elon L., Carvalho, P.C.P., Wagner, E., A Matematica do Ensino Médio, Vol. 1, 2a Edicéo,
Colecéo Professor de Matematica, Publicagdo da Sociedade Brasileira de Matemaética, 2006.

169



_ Funcdes do 19 grau

1. Situando a Tematica

A partir desta unidade, vamos nos dedicar a analise de alguns tipos especificos de funcdes,

comecando por aquelas que chamaremos de Fungdes do 12 grau. Nosso estudo nos levara a conhecer
0S principais aspectos que caracterizam e distinguem estas funcBes, desde seus elementos
constitutivos basicos, como dominio, contradominio e férmulas de definicdo, até sua representacdo
gréafica retilinea.

Veremos que Funcdes do 12 grau exprimem uma igualdade da forma
Variavel Dependente = Valor Bésico + Taxa (ou Declive).Variavel Independente,

onde Valor Bésico corresponde aquele assumido pela Variavel Dependente quando a Variavel
Independente é nula. A expressdo em simbolos matematicos desta igualdade corresponderd a
definicdo que adotaremos para essa funcoes.

Finalizaremos com o estabelecimento de um importante resultado para as Funcdes do 19 grau,
conhecido como variacdo do sinal, que nos capacitara a resolver, com rapidez e eficiéncia,
desigualdades comumente chamadas de inequacdes produto e quociente.

2. Problematizando a Tematica

Suponhamos que Jodo tenha adquirido um telefone celular em uma determinada operadora,
desembolsando R$ 90,00 pelo aparelho e optando pelo plano de utilizacdo que prevé o pagamento de
uma mensalidade de R$ 150,00, independentemente da quantidade e da duracdo de ligagdes. Ao final
de X meses, qual foi o gasto total de Jodo com o cumprimento do contrato firmado? Em quanto
tempo Jodo teréd gasto R$ 1.890,00?

Observando que Jodo gastou

R$ 90,00 + 1xR$ 150,00 —  ao final do 12 més
R$ 90,00 + 2xR$ 150,00 —  ao final do 22 més
R$ 90,00 + 3xR$ 150,00 —  ao final do 32 més

e assim sucessivamente, vemos que R$ 90,00 + X xR$ 150,00 foi o seu gasto ao final de x meses, €
a primeira pergunta encontra-se respondida.

Observemos que o gasto a que se refere o problema pode ser representado através de uma
funcdo, digamos G(x), cuja regra de definicdo é escrita como G(x)=150x + 90. Dessa forma,
vemos que a solucdo da segunda questdo corresponde ao valor de X para o qual G(x)=1890. Como
a equacdo 1890 =150x + 90 possui solugdo Unica X =12, afirmamos que em 12 meses, Jodo tera
gasto a quantia de R$ 1.890,00 com a compra e utilizacdo do seu aparelho celular.

3. Conhecendo a Temaética

3.1 Definindo fung¢es do 10 grau

Os dados e questionamentos apresentados acima nos mostram como um acontecimento real,
possivel de ocorrer na vida de qualquer individuo, pode ser matematicamente representado por meio
da utilizacdo de funcdes adequadas. No caso que acabamos de analisar, uma Gnica funcdo mostrou-se
capaz de fornecer, com eficiéncia, respostas as questdes concernentes a despesas de Jodo com 0 uso
do telefone celular. A funcdo G(x) =150x + 90, por expressar-se sob a forma de um bindmio de

grau 1, é uma Funcéo do 12 grau.
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Definicdo 3.1-1
Toda funcdo f:R— R, dada por uma expressdo da forma y = f(x)=ax+b,com a,be R
e a=0, é denominada Funcdo do 12 grau.

Quando b =0, a Funcdo do 12 grau recebe o nome de Funcdo Afim e quando b=0, de
Funcdo Linear. E, portanto, afim a fungdo G(x)=150x + 90, que fornece valores de despesas de
Jodo com o celular.

3.2 Representacao gréfica

Tratemos agora do grafico de uma Funcdo do 19 grau. Para tanto, vamos tomar como
referéncia os casos particulares das funcBes y=2X e y=2Xx—4, considerando as tabelas que

relacionam valores de x e y = f (X) para essas funcées.

X y =2X X y =2X X y=2x-4 X y=2x-4
-3 -6 1/3 2/3 -3 -10 1/3 -10/3
-2 -4 1/2 1 -2 -8 1/2 -3
-1 -2 1 2 -1 -6 1 -2
-1/2 -1 32 3 -1/2 -5 3/2 -1
0 0 2 4 0 -4 2 0
3 6 3 2
4 8 4 4
Mesmo que facamos a variavel X assumir dezenas de / y y=21X
valores em R, vamos concluir que todos os pontos (X, V)

gerados pela fungdo Yy =2X possuem o mesmo lugar

geométrico no plano cartesiano: uma linha reta. Assim,
dizemos que o grafico dessa funcdo é a reta de equacdo
y = 2X. Situagdo completamente equivalente ocorre em

relacdo a fungdo y =2x —4, cujo grafico é, portanto, a reta e [ /

y =2Xx — 4. Como dois pontos distintos determinam uma reta, 3 /
vemos que para eshocar o grafico das fungbes y=2Xx e E
y = 2X — 4 precisdvamos de apenas dois dos pontos de cada e E
uma das tabelas anteriores. A Figura 3.2-1 traz os gréaficos \ ) /
citados.
Figura 3.2-1

A Funcdo do 19 grau possui importantes caracteristicas que se destacam em sua representacio
grafica. Facamos o registro de algumas dessas caracteristicas, combinando a leitura das observacdes
que seguem com a anélise dos graficos constantes da Figura 3.2-2.

1) A inclinagdo de uma reta y=ax+b, com a=0, é dada pelo angulo & que esta forma com o

eixo X. Medindo-se @ no sentido anti-horario, temos 0° < @ <90°, se a>0, e 90° < 9 <180°,
se a<0.

2) Nareta y=ax+b, a=tgfd, 6 o angulo a que se refere a observacdo anterior (quando
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estivermos estudando Trigonometria comprovaremos este fato). Devido a essa relagdo com o
angulo @, o nimero a é chamado de coeficiente angular da reta. O nimero b, denominado

coeficiente linear, corresponde a ordenada do ponto de interse¢do da reta com o eixo Y (quando
X =0, temos y =b). Em particular, vemos que o grafico de uma funcéo linear passa pela origem,
pois, se y =ax, entdo X =0 implica y=0.Ja com a fungédo afim este fato ndo se verifica.

Figura 3.2-2
Y y=ar+b v a<0
a>0 ¥ =arsb 909 < o < 180°
0°< a <900 \ b+0
b+0
y=b " o
o
T _ T
AN z= —-b/a c= -b/a
y y
Y = azr
a>0 Yy=ax a<0
0°< a<90° 90°< a<180°
b=0 b=0
o
JE— T 3—> xr

o

A equacdo do 1o grau, ax + b =0, tem solucdo Va,beR, a=0. Assim, Va # 0, o grafico da
funcdo y = ax + b sempre intercepta o eixo X, pois,se y =0,temos 0=ax + b, ouseja, x=-b/a,
sendo este valor de x denominado zero da Funcdo do 1° grau.

3.3 Variacéo do sinal

Se y=f(x)=ax+b,com a > 0, entdo

a) f(x)=0 < x=-b/a,
b) f(x)>0 < ax+b>0 < x>-b/a,e

c) f(x)<0 < ax+b<0 < x<-b/a.

lado, registramos graficamente os

Na Figura 3.3-1, ao

a>0 T = - a . .
4 resultados anteriores, considerando os casos a>0¢e a<0.
R / y>0
w<-b/a i " Vemos, portanto, que sendo a>0, temos y=ax+b>0,
U= . para X >—-b/a, e y=ax+b<0, para x<—-b/a; e sendo a<0,

temos y=ax+b< 0, para x>-b/a, e y=ax+b>0, para
X<-b/a. Em sintese, dizemos que a Funcdo do 12 grau
=’ y = f(x) =ax +b possui o0 mesmo sinal de a, para x a direita de
—b/a, e o sinal contrério ao de a, para X a esquerda de —b/a.

\E. x
zsobe N< N
\ r= e / Figura3.3-1 -,



3.5 Inequacdes produto e quociente

Encerramos esta unidade com uma aplicacdo bastante Util da variacdo de sinal estudada na
secdo anterior. Nosso objetivo é estabelecer um método simples e eficaz para resolugcdo de

desigualdades que envolvem produtos e quocientes de polindmios do 12 grau. Faremos isto através de
dois exemplos.

Exemplo 3.4-2

Vamos supor que estejamos interessados em obter o conjunto solucdo da inequagéo
(2x—=6)(1—x) > 0. Como o produto de dois fatores reais serd maior do que ou igual a 0, se cada
um deles for maior do que ou igual a 0, ou se cada um deles for menor do que ou igual 0, vemos que
a solucdo de (2x —6)(1— x) > 0 depende, diretamente, do sinal de cada um dos termos envolvidos
no produto. Registremos, entdo, em intervalos individualizados, a variacdo do sinal das fungbes
yi=2x-6¢e y,=1-x=-x+1,
observando que a inequacdo admite varagiodosialde = 22 - 6
como solucdo os valores de x para |  _, . | 17777777 PO
0s quais 2x—-6=0 e 1-x=0.

Isto feito, resta-nos tdo somente
escrever o intervalo produto, com 0S | varagiodosinalde y = 1 - @ sinal conlrérioaode @ .-
resultados dos produtos dos sinais | a=-1<0 £+
constantes nos intervalos anteriores.
A solucdo da inequacdo corresponde
a secdo do intervalo produto cujo ——
sinal coincide com o desejado pela S

! . (2z-6)1 - ) ¢ ¢
desigualdade, ou seja, 1 < x < 3. z=1 =3

PR p sinalde a

sinal contrério ao de @ D L LR T TR TR

frmmmeeeananaa. p sinaldea

Exemplo 3.4-3

Consideremos agora a inequagao

2X—6
1-x

<0.

Da mesma forma que um produto, um quociente também tem seu sinal dependendo
diretamente do sinal de cada um dos termos (numerador e denominador) nele relacionados. No caso
presente, para que tenhamos um quociente negativo ou nulo, seu numerador e seu denominador

, deverdo apresentar sinais contrarios,
p—— p sinalde a

. sendo admitida nulidade apenas no
--------- LA numerador, razdo pela qual o ponto
amz=d v X=1 estd identificado com uma

variagdo do sinal de ¥y = 2x - 6

bolinha sem preenchimento nos

............... inal d . .
r > %% diagramas abaixo. Procedendo de

modo andlogo ao adotado no
exemplo anterior, vamos concluir

variaggo dosinalde y = 1 - sinal contrdrioao de @ - -~
+

a=-1<0

que a solugdo da inequacgdo proposta

. é X <1lou Xx > 3, tendo em vista as
1-2 ¢ variagcbes de sinais apresentadas ao

variagéo do sinal de

z=1 z=3 lado:
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No Moodle...

V& a plataforma MOODLE e dedique-se & resolugdo das tarefas relacionadas ao
assunto desta unidade.
Saiba que o aprendizado em Matematica deve ser seqiencial, continuado e 0 sucesso no
estudo das funcdes que virdo pela frente depende dos conhecimentos adquiridos com a

Funcéo do 12grau.

Dialogando e Construindo Conhecimento

Relna-se com colegas para discutir temas estudados. Procure os Tutores para
esclarecer algum tépico que ndo tenha sido bem assimilado. Comunique-se!
Ndés estamos sempre dispostos a orientd-lo e ajudd-lo em caso de dificuldade no estudo
da disciplina. Acredite em vocé e conte com conosco.

DANTE, Luiz R., Matemética: Contexto e Aplicacdes. Editora Atica, Vol. 1, 1a Edicéo, 1999.
IEZZI, G., Dolce, O., Hazzan, S., Fundamentos de Matemaética Elementar, VVol. 1, Editora Atual, 8a
Edicdo, 2004.

LIMA, Elon L., Carvalho, P.C.P., Wagner, E., A Matemética do Ensino Médio, Vol. 1, 2a Edigéo,
Colecéo Professor de Matematica, Publicacdo da Sociedade Brasileira de Matematica, 2006.
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_ Funcéo do 29 grau

1. Situando a Temaética

Por funcdo polinomial entendemos uma regra de associagdo y = f (X) expressa por uma

equacdo da forma

n n-1
y:anx +an_1x +...+a1x+a0,

na qual os nimeros reais a;, i=0,1,...,n, sdo os coeficientes e o nimero n, desde que se tenha

a, # 0, é um inteiro positivo chamado grau.

O enunciado acima nos faz reconhecer as funcdes focalizadas na Unidade Il como Funcgdes

Polinomiais de grau 1. Naquela oportunidade, preferimos chama-las de Funcdes do 12 grau por ser
esta uma forma evidentemente mais singela e concisa de denominacéo. Agora, interessa-nos examinar
0 caso n=2, que, pelas mesmas razées de simplicidade, corresponde a funcdo que chamaremos de

Funcdo do 29 grau, mais conhecida como Quadratica.

Nesta Unidade, examinaremos os principais elementos caracterizadores de uma funcdo
quadratica, estudaremos seu grafico, uma pardbola, e nele destacaremos a importéncia de um ponto
muito especial: o vértice. Veremos ainda a variagdo do sinal desta funcdo e seremos apresentados,
logo de inicio, a um tipo de aplicacdo que lhe é bem particular: o calculo otimizado de areas de
regides retangulares. Vamos saber o que é isto?

2. Problematizando a Tematica

Da mesma forma que as Funcdes do 19 grau, a Fungdo do 22 grau pode ser utilizada como
eficiente ferramenta de modelagem em diversas situacdes-problema, principalmente aquelas que
possuem como objetivo a minimizacdo ou a maximizacdo de determinado componente variavel.
Vejamos um exemplo de uma situacdo dessa natureza.

Suponhamos que um fazendeiro possua 64m de cerca pré-fabricada em arame e deseje saber
qual o maior retdngulo que podera cercar com o material de que dispde. A Figura 2-1 nos sugere
resolver este problema através da busca das dimensdes (base e altura) do retdngulo de maior éarea,
possivel de ser cercado com 64m de arame.

Figura 2-1

Degvemos, portanto, determinar o ponto (X, y) que maximiza a fungdo “area de um retangulo de base

- X e altura y”, levando em conta que o perimetro do
cerca retangulo deve ter a mesma medida que a quantidade
/ total de cerca aramada possuida pelo fazendeiro.

Por consequéncia, o modelo matematico da situacéo se
expressa nos seguintes termos: determinar o ponto de
maximo do produto XY, considerando que 2X + 2y =

64. Dessa Ultima equacdo, extraimos

T 64 — 2x
\_ y:T:?)Z—X

Levando este resultado até a formula da &rea, vemos que o problema a resolver resume-se em
determinar o valor de x para o qual a fungédo

f(x)=x(32-x)=—x*+32x.
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assume seu maior valor. Em bem pouco tempo estaremos aptos a efetuar os célculos necessarios a
obtencdo da resposta a essa questao.

3. Conhecendo a Temaéatica

3.1 Iniciando o estudo da funcéo e da equacdo do 22 grau
Definicédo 3.1-1

Funcdo do 29 grau, ou Quadratica, é toda funcdo ¢:R — R definida pela férmula
y=q(x)=ax’+bx+c,onde a,b,ce Re a=0.

Uma igualdade da forma ax®+ bx + ¢ =0 é chamada de Equacéo do 29 grau.

A primeira parte da definicdo acima nos faz ver que a questdo vivida pelo fazendeiro
corresponde a um problema de maximizacdo da funcdo quadratica identificada por a=-1,b=32 e

c=0.
Diferentemente da equacgio do 12 grau, a equacio do 29 grau nem sempre possui solu¢io no
conjunto R, ja que a existéncia de raizes reais para a igualdade ax®+bx+c=0 depende do sinal da

expressio A =b?— 4ac.

Com efeito, se ax’+bx +c= 0, entédo ax’+ bx = —C, e multiplicando-se essa Ultima equacéo
por 4a, ficamos com 4a(ax?+ bx) = 4a(—c), isto é, 4a®x*+ 4abx = —4ac.

Agora, adicionando-se b? a ambos os membros, temos a igualdade

4a°x% + 4abx + b?>= —4ac + b?,

ou (2ax +b)? =b?’—4ac = A.

Assim, 2ax+ b=+ \/K de onde vem

-b+t A
X=—- (3.1-2)
2a
e, entdo, vemos que se A <0, néo existird x eR satisfazendo ax®+bx+c=0.

A igualdade (3.1-2) nos mostra, ainda, que sendo A =0, teremos apenas um numero real

como raiz da equagdo do 22 grau e sendo A >0, a equagdo ax’+ bx + ¢ =0 sera satisfeita por dois
ndmeros reais distintos:

:—_b_\/X e X

2a

b

X
1
2a

2
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3.2 Representacao gréfica
O gréfico da fungdo quadratica é denominado pardbola. Podemos obter o seu esbo¢o montando
uma tabela de pontos (X, Yy), nos quais Yy resulta da substituicdo de valores aleatérios de X na

equacdo y=ax2+ bx + ¢, e registrando graficamente suas caracteristicas, a partir das seguintes
observacdes:

1) Como a=#0, podemos ter a<0 ou a>0. Se a<0, a pardbola caracteriza-se por apresentar
concavidade voltada para baixo. Se a > 0, a concavidade volta-se para cima.

2) Tendo concavidade voltada para baixo, o vértice da parabola é o seu ponto de maximo. Tendo
concavidade voltada para cima, o vértice é o ponto de minimo. O vértice da pardbola é o ponto de
coordenadas x =-b/2a e y=-A/4a.

3) Toda parabola possui um eixo de simetria que a divide em dois ramos e contém seu vértice.

4) Como vimos, a intersecdo do grafico de uma fungdo qualquer com o eixo X ¢é obtida fazendo-se
y=0 na féormula y = f(x). No caso da funcdo quadratica, isso acarreta a necessidade de

resolver a equagdo q(x) =0, ou ax’+bx +c=0.

Com base no que aprendemos na sec¢do anterior, concluimos agora que:

o A >0 implica no fato de a parabola cortar o eixo X em dois pontos que sdo 0s zeros
da funcdo quadratica,

. A=0 implica no fato de a fungdo quadratica possuir um UGnico zero e,

conseglientemente, a parabola tangenciar o eixo X nesse ponto, o qual coincide com seu vértice,
o A <0 implica no fato de a parabola ndo estabelecer qualquer contato com o eixo X.
5) A parabola sempre corta o eixo Y no ponto (0, C).

A Figura 3.2-1, a seqguir, apresenta 0s seis tipos possiveis de parabolas, considerando-se as
combinacg@es de hipoteses relativas aos sinais de a e A.

Figura 3.2-1
N
4 de simetria ]
IC\L

eixo y
zeroda |, _
funcéo y=e

|~ quadratica
z

zero da N vértice ‘ i vértice

fungéo zer0 da

quadratica funcéo
quadratica

a<0 sixo a f 0
A>0 de simetria 4=0

y vértice = zero

v -
“// vértice da fungao
: I / quadratica

x

zeros da
funcéo
quadratica
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3.3 Variacéo do sinal

Como registra a Figura 3.3-1, independentemente de termos a>0 ou a<0, o sinal da

fungdo quadratica sofre uma variagdo relacionada a existéncia ou ndo de raizes para a equagdo do 29
grau correspondente. Assim:

1) A >0 significa que y = ax?+ bx + ¢ se anula em seus zeros e possui 0 mesmo sinal de
a para X a esquerda e a direita desses zeros, e o sinal contrério ao de a para X entre
eSSes zeros.

2) A =0 significaque y = ax?+ bx + ¢ se anula em seu Gnico zero e possui 0 mesmo sinal
de a para X aesquerda e a direita desse zero.

3) A >0 significa que y= ax®+ bx + ¢ nunca se anula e possui 0 mesmo sinal de a para
todo X em seu dominio.

Figura 3.3-1

Exemplo 3.3-2
Vamos utilizar a variagdo do sinal da funcdo quadratica para determinar o dominio da funcéo

g(x) =4 x?—5x + 6 . Como a férmula que define essa funcdo envolve uma raiz quadrada, logo uma

raiz de indice par, sabemos (Unidade I, Secdo 3.6) que existirdo valores de q(x), desde que X néo
provoque a negatividade do radicando. Por conseguinte, para determinarmos o dominio desejado,

deveremos encontrar o conjunto solucdo da desigualdade x?—5x+6 > 0.

Chamando y:x2—5x+6, temos a=1>0, A=1> 0, sendo x;,=2 e X,=3 0S zeros
dessa funcdo quadratica. Assim, teremosy = x*—5x+6 > 0, para x < 2 ou X > 3. O dominio da
funcdo q(x) é, portanto, o conjunto {xe R/ x < 2 ou x > 3}.

Exemplo 3.3-3

Agora temos condic¢des de concluir a solucdo do problema do fazendeiro, proposto no inicio
desta unidade.

Como vimos, nossa tarefa era a de calcular o valor de X que maximiza a funcédo

q(x) = x(32 - x) = —x*+ 32x.
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Pelo que ja aprendemos, como a=-1< 0, a funcdo q(Xx) possui, de fato, um ponto de

maximo que é o vértice da pardbola que corresponde a sua representacao grafica. Vamos, entdo, obter
a abscissa desse vértice. No presente caso, a abscissa do vértice da parabola é dada por

X =—32/2.(-1) =16, de onde segue que para x =16 a funcdo q(x) =—x>+ 32X assume seu maior
valor. A solucdo do problema serd composta, portanto, desse valor para X e do valor de y que
satisfizer a equagdo 2.16 + 2.y = 64, ou seja, y =16. Assim, concluimos que o fazendeiro, com
64m de cerca aramada, podera cercar um quadrado de area igual a 256m?2.

O gréfico que segue exemplifica um procedimento sumério (utilizando apenas o vértice e o0s

zeros) para esbocgo da pardbola e mostra, geometricamente, porque 16 é o valor de X que corresponde
a solugdo do problema.

Figura 3.3-4 beatim I e

y= -z’ + 32z 256 |-eeeeeees o
a=-1,b=32,c=0 i
A=1.024>0

Vértice: (16, 256)
Zeros: ¢, = 0, z,= 32

hiseadl ¢

OBS.: Note que o gréafico da Figura 3.3-4 utiliza escalas diferentes para os eixos coordenados.

Finalizada a apresentagdo dos topicos mais relevantes abrangendo a funcdo quadréatica, é
importante que vocé ponha em teste o que estudou até agora e, também, amplie seus conhecimentos
por meio de uma efetiva participacdo no desenvolvimento on-line da disciplina.

No Moodle...

Se vocé quiser saber, por exemplo, como a variagdo do sinal da funcdo quadratica

pode ser utilizada na resolucdo de inequagbes produto e quociente que envolvem trindmios do

29 grau, procure acompanhar as discussdes e tarefas propostas na plataforma MOODLE sobre
este e outros conteddos relacionados.

Dialogando e Construindo Conhecimento

Leia, releia, pratique, discuta.

Ndés estamos Ihe acompanhando e apoiando. Conte conosco!

DANTE, Luiz R., Matemética: Contexto e Aplicacdes. Editora Atica, Vol. 1, 1a Edicdo, 1999.
IEZZI, G., Dolce, O., Hazzan, S., Fundamentos de Matematica Elementar, VVol. 1, Editora Atual, 8a
Edicéo, 2004.

LIMA, Elon L., Carvalho, P.C.P., Wagner, E., A Matematica do Ensino Médio, Vol. 1, 2a Edigéo,
Colecdo Professor de Matematica, Publicacdo da Sociedade Brasileira de Matematica, 2006.
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UhidadelV  Revendo alguns conceitos e ampliando conhecimentos

1. Situando a Temaética

Ja conhecemos o conceito de funcdo real de uma variavel real e fomos apresentados a duas

delas: Fungdes do 12 grau e Fungdes Quadraticas. Este contetdo vai nos auxiliar no estudo referente
a funcdes pares e impares e a fungbes crescentes e decrescentes, cujos conceitos serdo agora
introduzidos. Ele também proporcionard um novo enfoque para temas ja abordados, cujo estudo
preliminar foi desenvolvido sob a ética da varidvel discreta.

2. Problematizando a Tematica

A equagdo Yy —x=1 permite que explicitemos a variavel y em termos da variavel X,
obtendo y =x+1. Dessa forma, dizemos que y — x=1 define uma fungdo do tipo y=f(x). A

equacdo X2 + y2=1 também permite que realizemos agdo semelhante e, conseqlientemente,

escrevamos Yy =14 1- X2 . Contudo, a questdo que se coloca, neste caso, é: a igualdade
y =%+ 1—x? também exprime uma funcéo do tipo y = f (x)?

O problema relativo a identificacdo de equagfes que, exprimindo Yy em termos de X,
conseguem definir fungdes da forma y = f (x) pode ser resolvido a partir de uma anélise a luz da

Definigdo 3.1-1 (Unidade I). Muitas vezes, porém, tem-se a necessidade de fazer tal identificacdo
com base na representagdo grafica da curva expressa pela equacdo dada. E por este tipo de problema
que iniciamos nossa revisdo de conceitos.

Vamos responder a questdo sobre a equacédo X2 + y2 =1?

3. Desenvolvendo a Tematica
3.1 Identificacado grafica de uma funcao

Como sabemos, uma regra y = f(Xx) representa uma funcdo, se a cada elemento X do
dominio de f corresponder um Unico elemento y da sua imagem. Em particular, um elemento do
dominio da funcdo ndo pode estar associado a mais de um da imagem. Considerando um caso

concreto, explicitamos y em termos de X na equacéo X2+ y2 =1, obtendo

y=+41-x%.

Vemos que a formula acima faz sentido em R, se x e[—1, 1], mas n&o define uma funcéo do
tipo y = f (x) para X nesse intervalo, pois se tomarmos, por exemplo, x =0, teremos y=+1, ou,
mais geralmente, se considerarmos qualquer valor de X, tal que —1< X <1, a este estardo associados
dois valores de y do mesmo intervalo.

Uma interpretacdo geométrica desse fato corresponde & conclusdo: “existindo uma reta
vertical que intercepte em mais de um ponto o grafico de uma relagédo do tipo y = f (x), entdo esta
nao constitui uma funcdo”. A figura que segue pretende esclarecer o raciocinio e o resultado.
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Figura 3.1-1

Yy Acurva y = f(z)
representa uma fungéo

Qualquer reta vertical
que intercepte a curva,
/ o faz num unico ponto

f(a) \ (a f(a)

Acurva y = f(z)
n&o representa
uma fungéo

Y

'y

N s
habin

= (a,b>)

Existe reta vertical
) < que intercepta a curva
em mais de um ponto

Devemos observar que a figura geométrica denominada circunferéncia nos interessara mais de
perto por ocasido dos estudos de Trigonometria, na Unidade VI. Por enquanto, aceitemos a

afirmacdo de que a equagéo X2+ y2 =1 corresponde graficamente a uma circunferéncia de centro na
origem e raio unitario.

3.2 Identificacdo de funcdes injetoras

Através da Definicdo 3.4-1 (Unidade 1) ficamos sabendo que uma funcdo f é injetora se
f(x)=#= f(x,), sempre que se tenha X, # X, no dominio de f. Portanto, f n&o serd injetora se
existirem elementos distintos em seu dominio, apresentando imagens iguais, ou seja, Se ocorrer
f(x)="1(X),com x# X,.

Desta forma, precisando verificar se uma fungdo f ¢é injetora, podemos supor f (X)) = f(x,)
e, desta equacdo, procurar determinar a possibilidade de ocorréncia de X;# X,. Se tal possibilidade
existe, temos que f ndo é injetora. Caso contrério, ou seja, se, para quaisquer X; € X, no dominio de
f, f(x)= f(x,) implicar, necessariamente, x,= X,, entdo f é injetora.

Como ilustragdo, considere, inicialmente, a funcdo f (x)=2x. Supondo f(X;)= f(X,),
vem

f(x)=1(X,) © 2X; = 2X, & X; = Xy,

o que nos faz ver que f(x)=2x é uma funcdo injetora. Se, sob 0 mesmo aspecto, passarmos a

analisar a funcio f (x) = x*, com dominio abrangendo todo o conjunto R, teremos

f(x)=f(x,) @ X¥=x5 & x-x5=0
& (X = X)) (X + %) =0
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gerando a hipdtese de ocorréncia da
igualdade f(x)="1(x,), quando

X, = — X,. Se, por exemplo, tomarmos

— _ f () Qualquer reta horizontal
X, =1 e X, =-1, obteremos

............................................ que intercepte o grafico da
. fungéo, o faz num Unico ponto

f(X;) = f(x,) =1, resultado que acarreta
na ndo injetividade da funcdo quadratica :
f(x)=x% A traducdo grafica desse fato - >z
pode, entdo, ser colocada nos seguintes

termos: existindo uma reta horizontal que
intercepte em mais de um ponto o grafico

de uma funcdo, esta ndo é injetora. A
Figura 3.2-1 resume estas caracterizagdes.

f(z)sz y f (@) = f ()

A
Existe reta horizontal

que intercepta o grafico
em mais de um ponto

-x, = T z,

Figura 3.2-1

3.3 Funcgoes pares e funcdes impares

Voltemos a considerar a funcio quadratica f (x) = x°.

Tabela 1
A B C
X f(x) f(—x)
2 22=4 (-2)°=4
2 | (2)-2 | (2re
1 12=1 (-1)2=1

As colunas B e C da Tabela 1 nos mostram que f(2)=f(-2), f(\/E): f(—\/E) e

f (1) = f(-1). Na verdade, se f(x)=x?, a igualdade entre f(x) e f(—x) ocorre para todo
namero real X e ndo somente quando essa variavel assume os valores acima especificados, ja que
f(—x)=(-x)?=x*=f(x),VxeR.

De um modo geral, se uma funcdo f satisfaz tal propriedade, ou seja, se f (—x)= f(x),
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para todos os valores de X no dominio de f, entdo dizemos que

esta ¢ uma funcdo par. Observamos que esse fato acarreta a
associacdo, através de f, de dois valores da variavel X (um valor

X =a e seu simétrico aditivo X =—a) a um Unico valor da variavel
y, caracterizando, dessa forma, o grafico de uma funcéo par como

Partes simétricas
em relagdo ao eixo y

VA

uma curva constituida de partes simétricas em relacdo ao eixo Y. E Loy=e®

T

/

Figura 3.3-1

\

Por outro lado, tomando a funcdo linear f (x) =2x e a Tabela 2 que segue, concluimos que a
igualdade f (—x) = f (x) ndo mais se verifica.
Tabela 2

A B C D
X f(x) f(—x) -f(x)
2 2.2=4 2.(-2)=—4 4
J2 2.J2=2J2 | 2.(-J2)=-22 -22
1 2.1=2 2.(-1)=-2 -2

y =2z
fla) t-------
o [ Partes simétricas
- T em relacéo
—a a a origem
------- f-a) = -f(a)
Figura 3.3-2

Desta feita, observamos que f (—x)=-"f(x),
pelos resultados apresentados nas colunas C e D. Como
f(=x)=2(-x) =-2x =—f(x), vemos, na verdade,
que f(—x)=-1f(x), para todo valor real da variavel
X € ndo s6 para aqueles constantes da coluna A.
Concluimos, assim, que f(x)=2x é uma fungéo
impar, pois recebe essa qualificacdo toda funcdo que,
em seu dominio, satisfaz a igualdade f (—x)=—"f(x).

O fato de uma funcdo ser impar acarreta uma
representacdo grafica composta por partes simétricas
em relacdo a origem, como nos mostra a Figura 3.3-2.

3.4 Funcgoes crescentes e funcdes decrescentes

Vamos agora estabelecer o conceito de crescimento e de decrescimento para funcdes. Para
tanto, faremos uso, em principio, da fungdo afim f (x)=x+1.

X f(x)=x+1
-3 -2
-2 -1
-1 0
0 1
1 2
2 3
3 4
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Observando a tabela acima, verificamos que a medida que cresce o valor de x, f(x)

comporta-se da mesma forma. E este fato pode ser comprovado independentemente da atribuicdo de
valores particulares para a variavel X, pois

X1< Xy, = X +1<X,+1= f(x;) < f(X,),

logo, um aumento no valor de X (tomou-se X, maior do que X;) acarretou um aumento no valor de
y = f(x) (obteve-se f(x,) maior do que f(Xx;)). Este comportamento apresentado por
f (x) =x+1 concede-lhe a qualidade de funcdo crescente. Formalizamos o conceito por meio da
Definicdo 3.4-1.
Definicdo 3.4-1

Seja f: A — B uma funcéo e consideremos X, e X, elementos quaisquer do conjunto A.

a) Se for verdade quex; < X, = f(x;)< f(x,), entdo f é uma funcéo crescente. Se
para X, < X, tivermos f(x;)< f(x,), entdo é comum classificar f de fungédo
estritamente crescente.

b) Se for verdade quex; < x, = f(x;)> f(x,), entdo f é uma funcdo decrescente.
Nédo ocorrendo igualdade entre f(x;) e f(Xx,), entdo se enfatiza o decrescimento de
f |, classificando-a de estritamente decrescente.

Uma funcdo que satisfizer qualquer uma das hip6teses anteriores é chamada de monoétona,

pois varia segundo um so “tom”. / \
Y

Com base na definicdo anterior, passamos a identificar 4 f(z) = z+1
f(x)=x+1, quanto a andlise de crescimento e decrescimento, £ ()

como uma funcdo mono6tona estritamente crescente. Tal £ |-,
propriedade também se revela graficamente.

Figura 3.4-2

Por sua vez, f(Xx)=-x+ 2, de acordo com a tabela abaixo, apresenta um comportamento de
fungdo monotona estritamente decrescente.

X f(x)=—x+2 X | f(x)==—x+2
-3 5 0 2
) 4 1 1
-1 2 0

Formalmente, temos

X< Xy = =Xy > =X, = =X +2>-X,+2 = f(xy) > f(x,).
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A Figura 3.4-3 expde graficamente o decrescimento de f (X)=-x+ 2.

Figura 3.4-3

T, < T,

No caso das funcbes do 19 grau, vocé pode comprovar (tente fazé-lo!) que

a>0 = y=ax+b éestritamente crescente e

a<0 = y=ax+ b éestritamente decrescente.

Se agora analisarmos o que acontece com f (x) = x2, definida em todo o conjunto R, vamos
nos deparar com uma funcdo que ndo é mondtona. Com efeito, se tomarmos, por exemplo, x=-1,
que é menor do que zero, comparamos f(-1) com f(0) e obtemos f(-1)=1> 0= f(0), de
onde ja podemos concluir que f n&o é crescente.

Por outro lado, escolhendo Xx =1, que é menor do que 2, comparamos f (1) com f(2) e
obtemos f(1)=1 < 4= f(2), demonstrando que f também ndo é decrescente. Aceite o desafio e

procure comprovar que “a fungdo f (x)= x2 ndo é monétona porque, em relacdo ao crescimento e

ao decrescimento, ndo mantém o mesmo comportamento ao longo de todo o conjunto dos ndmeros
reais, crescendo se X >0, e decrescendo se x <0”.

3.5 Bijetividade e inverséo

Dedicamos a parte final deste capitulo a um reexame dos conceitos de bijetividade e inverséo,
utilizando, para tanto, fun¢des definidas em intervalos. Como veremos, a tarefa passa a ser, em geral,
mais complexa do que, por exemplo, a realizada com a funcéo
f:A={0,1,2,3} > B={0, 3,6, 9}, dada por f(x)=23x (Unidade I - Se¢do 3.4).

Para comegar, vamos estudar o comportamento da fungdo afim y=f(x)=2x-4,
considerando-a com dominio e contradominio iguais a R. Nossa tarefa resume-se, portanto, em
responder as seguintes questdes:

6) f éinjetora?

7) f é sobrejetora?

8) Se as respostas as questdes iniciais foram positivas, qual é a inversade f ?

Com relacdo a primeira pergunta, o conhecimento adquirido na Se¢do 3.2 desta Unidade nos
leva a responder que f(x)=2x—-4 é uma funcdo injetora, pois somos capazes de eshogar seu
grafico e observar que qualquer reta horizontal que o intercepte, o faz num Unico ponto. Sendo
necessaria uma comprovacdo analitica dessa resposta, apresentamos a seguinte justificativa formal,
baseada na Defini¢do 3.4-1 (Unidade I):
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“Suponhamos que X; e X, sejam elementos no dominio de f(X)=2x-4, tais que

f(x,) = f(x,) (Perceba que estamos supondo a existéncia de dois pontos do dominio com imagens
iguais). Dai, segue que

f(x)=1(X,) © 2X,—4=2X,—4 & 2X; =2X, < X=Xy,

significando que imagens iguais correspondem a elementos iguais no dominio, ou seja, ndo ha, no
dominio de f, dois elementos distintos com imagens iguais (Perceba que chegamos a conclusdo de

que os pontos do dominio também séo iguais)”.

Agora, observe que para responder a segunda questdo, vamos precisar determinar a imagem da
funcdo f (x)=2x -4, o que podemos conseguir, descobrindo se para algum y eR, deixa de existir

x eR, satisfazendo y = f (x). Os pontos y em tal situagdo sdo os que nio estio na imagem da

funcdo e, conseqiientemente, formam um conjunto Q que satisfaz a relacdo Im(f) = R — Q, onde
Im( f) representa o conjunto imagem de f.

Estudemos, entdo, a equacdo y = f (Xx) para saber se a mesma admitira solugdo x € R, para
qualquer y real. No caso da funcdo com a qual estamos trabalhando, vemos que, independentemente
do valor da variavel y, a equagdo Yy =2X —4 sempre terd solucdo em X, dada por x=(y +4)/2.

Assim, 2 é um conjunto vazio e, por conseqiiéncia, fica estabelecida a igualdade entre imagem e
contradominio de f, garantindo a sobrejetividade da funcdo f (x)=2x — 4, definida de Rem R.

Finalmente, segundo o exposto na Unidade I, temos que

f :R>R
X+4

x—> f1(x)=

é a inversa da funcdo f (x)=2x-4.

Para terminar, vamos dirigir as mesmas questdes anteriores a funcdo g: R— R, definida por

g(x)= x?—1. Agora, como o grafico de g é uma pardbola, observamos que a injetividade ndo mais

se verifica. Nesse caso, podemos ainda justificar nossa resposta argumentando, por exemplo, que
g(-1) =0 e g(1) =0, apesar de -1 e 1 serem distintos. Além disso, g também ndo ¢

sobrejetora, pois a existéncia de solugdo, X, real para a equagdo Yy = x? -1 depende de termos
y > -1, pois

y=x’-1o x=%,/y+1

e X=x,Y+1 é um ndmero real, se y+1 > 0, donde y > —1. Portanto, ndo ha como falar de

inversa para a fungdo g(Xx) = x% —1, considerando-a definida de R em R.

Vamos entdo colocar a seguinte questdo: E possivel modificar a fungdo g(x) = x2 -1 de
modo a torna-la bijetora e, conseqiientemente, invertivel?
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Flgura 35'1 Eixo de simetria
. incidind
o s

v g(xz) =z -1

Segmento ativo
do eixo y
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|
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|
‘
|
|
‘

RNV

=1

Analisando atentamente o grafico de g(x):x2 —1 na parte superior da Figura 3.5-1,
concluimos que sim, pois se considerarmos para dominio o intervalo [0, +), passaremos a ter em
g uma funcdo injetora, e se tomarmos para contradominio o intervalo [-1, +®), garantimos sua
sobrejetividade. De fato, ficando a definicdo de g como

g:[0, +o) — [-1, +x)
x> g(x)=x?-1
teremos
9(x)=9(x)) & x/-1=x3-1& X =X; & X=X,
jaque x; 20 e X, 20, de onde segue a injetividade.
A garantia da sobrejetividade depende da existéncia de solugdo para a equacdo Yy = X2 —1.

Mas, como vimos, essa equacdo admite solucdo em X, desde que tenhamos y > —1. Como o

contradominio de g é o intervalo [-1, +), tal exigéncia passa a ser satisfeita seja qual for o ponto

X do dominio da fun¢do. A funcdo inversa, neste caso, é dada por ¢ -t

g t(x)= x+1.

A parte inferior da Figura 3.5-1 traz os graficos de ¢, agora bijetora, e g -1 salientando a
simetria dos dois em relacdo a reta y = X, bissetriz dos quadrantes | e IIl. A “cirurgia plastica” a

: [-1, +) —> [0, +o), onde

qual submetemos a funcdo g(x) = x2 —1 com o intuito de torna-la invertivel ¢ comumente chamada
de restricdo, em virtude de havermos restringido seu dominio ao intervalo [0, +o) e seu
contradominio ao intervalo [-1,+o). E importante observar que sempre podemos redefinir uma

funcdo de modo a transformé-la numa funcdo bijetora. Para tanto, devemos procurar analisar
cuidadosamente sua representacdo grafica, levando em conta a necessidade de satisfazer a
sobrejetividade — o contradominio deve coincidir com a imagem que, no grafico, corresponde ao
segmento ativo do eixo y — e a injetividade — qualquer reta horizontal que interceptar o grafico, sé

podera fazé-lo num Gnico ponto. No caso da funcdo quadratica, podemos resumir o trabalho acima
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descrito como a restricdo da pardbola a um de seus ramos, tomando como referéncia o eixo de
simetria, como fizemos com g (x) = x? —1.

Nesta Unidade IV vocé reviu alguns conceitos sob o enfoque de funcdes definidas com
variaveis continuas. Além disso, lhe apresentamos técnicas de identificacdo que se utilizam
fortemente da representagdo grafica de funcgdes.

No Moodle...

A transformacdo de todo esse conteido em conhecimento s6 se darad com a sua participagdo
efetiva nas atividades propostas no MOODLE. Portanto, programe-se. Planeje seus estudos.
J& h& muito o que estudar sobre fungdes.
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Unidade Funcoées Exponencial e Logaritmica
1. Situando a Tematica

Prever e medir crescimentos sdo tarefas com as quais, freqlientemente, defrontam-se técnicos
e pesquisadores ligados a demografia, a economia e a biologia. Com relagdo a esta Gltima area de
conhecimento, muitos casos de reproducdo celular sdo quantitativamente avaliados a partir de
modelos elaborados com a utilizacdo de uma funcdo matematica muito especial: a exponencial. Esta
funcdo e sua inversa, a logaritmica, sdo 0s nossos objetos de estudo a partir de agora. Nesta unidade,
as principais caracteristicas e propriedades dessas funcdes serdo evidenciadas e, posteriormente,
aplicadas na resolugdo de equacBes e inequacdes. De inicio, porém, voltamos nossa atencdo para o
modelo matematico ao qual acabamos de nos referir. Esteja preparado para conhecer um fenémeno
bioldgico que se processa de modo extremamente rapido. E dentro do seu proprio corpo.

2. Problematizando a Tematica

As bactérias sdo os microorganismos unicelulares
mais abundantes em nosso planeta. Dentre elas, a Escherichia
coli, ou simplesmente E. coli, destaca-se como tema de
estudo para médicos, bidlogos e sanitaristas, possuindo tal
denominagdo em homenagem ao médio austriaco Theodor
Escherich, que a descobriu no fim do século XIX. Alguns
tipos de E. coli constituem o grupo maligno dessa bactéria,
responsavel por grande ndmero de intoxicagdes, inclusive
alimentares, como a ocorrida em 2006, nos Estados Unidos,
que provocou o fechamento temporario de nove restaurantes
da rede Taco Bell. A E. coli possui forma semelhante a um
pequeno bastdo, tem comprimento médio de 1 micrémetro, ou
a milésima parte do milimetro, e sua variante benigna habita

. . . . . Escherichia Coli: foto ao microscopio eletrénico
0 intestino humano e da maioria dos animais de sangue Disponivel em www2.niaid.nih.gov/Biodefense/Public/images.htm

quente, ali agindo positivamente no processamento de

alimentos.
Tabela 2-1

A reproducdo da bactéria E. coli da-se por
Tempo Populagio de bactérias mgio de fissdo: a célula se divide ao rr_1ejo, dando
(em minutos) Escherichia coli origem a duas. A taxa de repeticdo desse
fendmeno depende de muitos fatores, dentre os
o — 100 quais se destacam temperatura e volume de
20 @ — 200 nutrientes disponiveis. Se 0 nosso intestino
409 ——> 400 fornecer as condicfes ideais para reprodugdo da
(1hora)y 60 ————> 800 E. coli, cada bactéria poderd duplicar-se de vinte
8 — 1600 em vinte minutos. Isto significa que se eX’IS_'[II’,
originalmente, um grupo de 100 bactérias,

100 — > 3200 L .
5 120 6400 passada a primeira hora, ou o0s 60 minutos
o) 1 ) iniciais, registraremos a existéncia de 800
. . bactérias. Em 2 horas, ou 120 minutos, elas serdo
(8 horas) 480 - 1.677.721.600 6.400. Em 8 horas, 0L~J 480 ml_nutos,
constataremos que a populacdo de bactérias E.

coli j& excede a marca de 1 bilhdo de individuos,
como nos mostra a Tabela 2-1.
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Lembrando que 2°=1, vemos que todos os valores representativos do total acumulado de
bactérias podem ser expressos como um produto da forma 100.2%, sendo X o ntmero de intervalos
de tempo iguais a 20 minutos, j4 que 100 =100.2° 200 =100.2', 400 =100.22,
800 = 100.2°%, 1.600 = 100.2*, 3.200 = 100.2°, etc.

Dessa forma, se representarmos por f (X) o total acumulado de bactérias por X periodos de
tempo, teremos o calculo da populacdo bacteriana sendo fornecido através da formula

f (x) =100.2%,

X ~ . . ..
onde destacamos o fator 2~ como correspondente a uma funcdo exponencial, cujo estudo iniciaremos
na se¢do que segue.

Convém observar que a grandiosidade dos nimeros relacionados a quantidade de bactérias
E. coli residentes no intestino dos seres humanos ndo deve representar motivo de preocupacao, ja
gue essa espécie é satisfatoriamente controlada pelo nosso sistema imunolégico. Além disso, deve-se
considerar que cada pessoa expele, em média, um trilhdo dessas bactérias todos os dias, através das
fezes.

A grande maioria dos casos de doencas provocadas pela E. coli deve-se ao fato de a bactéria
ser proveniente de outros individuos, sendo, portanto, de estirpe diferente daquela conhecida pelos
nossos linfocitos. Por conseguinte, a melhor maneira de nos precavermos contra os males causados
pela ingestdo de bactérias E. coli estranhas ao nosso corpo €é seguir, rigorosamente, normas basicas
de higiene. Nao podemos esquecer de lavar bastante as frutas e as verduras antes de comé-las. Se
tomamos leite, este devera ser pasteurizado. E devemos ainda ter todo o cuidado com a agua que
bebemos. Se gostamos de banhos de mar, piscina, lagos e rios, precisamos estar certos de que a agua
desses locais ndo se encontra contaminada com a bactéria. A quantidade de E. coli por mililitro
define a principal medida de higiene da 4gua. Esta medida é chamada de indice coliforme.

Por fim, vale a pena lembrar que bactérias E. coli estranhas ao nosso sistema imunoldgico,
logo representativas de riscos a salde, uma vez ingeridas, reproduzem-se em nosso intestino da
mesma forma que as ali residentes. Portanto, atencdo com a higiene! Vocé ndo vai querer usar a

funcdo f (x) = 100.2* para calcular, a cada vinte minutos, o nimero de inimigas que estdo
ocupando o seu intestino, vai?

3. Conhecendo a Tematica

3.1 A fungéo exponencial
Definicdo 3.1-1

A expressdo y = f (x) =a” define uma fungio exponencial, para cada constante real positiva
a #1. Nessa expressdo, o numero a é a base, X é o0 expoente e y é a poténcia.

Por que a definicdo da fungdo exponencial exige que a base seja positiva e diferente do
namero 1?

Devemos perceber que se a base a fosse um ndmero negativo, poderiamos ter o y resultante
da operacdo a* excluido do conjunto dos nimeros reais, como, por exemplo, no caso em que a = —2
e x=1/2 (veja Propriedade 7., em 3.1.1).

E claro que isso ndo significa que estejamos proibidos de efetuar calculos com poténcias de
base negativa ou nula. Desde o tempo em que iniciamos o estudo da potenciacdo, sabemos, por
exemplo, que (—2)?=4 e 0*=0, pois aprendemos que k"=k xk x...xk, ou seja, k" é o produto
de n fatores iguais a k, para qualquer nimero inteiro e positivo n.
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Além disso, se aceitdssemos o valor unitdrio para a base a, ocorreriam, na funcdo
exponencial, incontaveis casos onde X;# X,, mas f(x;)= f(x,), como, de modo particular,

constatamos em 1% =13 = 1. E nio podemos permitir que problemas dessa natureza atinjam nossa
funcdo exponencial, pois a desejamos injetora. Como também a queremos sobrejetora, devemos tomar
seu contradominio como sendo o conjunto dos nimeros reais estritamente positivos, ou R’ , desde

que a*=y>0,VxeR, supondo O<a=1 (Em R, o sinal + representa a positividade dos
elementos do conjunto e 0 * diz que 0 zero ndo pertence a esse conjunto).

Dessa forma, respondemos a questdo colocada no inicio desta secdo, explicando que a funcéo
exponencial que nos interessa deve existir para todo X real e ser bijetora, logo invertivel, razdo pela
qual a definimos escrevendo

f:R-> R}
x—>y=fFf(x)=a*,0<a=#1

3.1.1 Propriedades da Funcdo Exponencial

A funcédo exponencial é definida por uma férmula que se expressa através de uma potenciagao,
razdo pela qual consideramos importante rever as principais propriedades relacionadas a essa
operacdo. Observe atentamente que, em alguns casos, as propriedades listadas podem impor
determinadas condi¢Ges para terem sua validade garantida.

1. a™a"=a"", m, n e a nimeros reais.

_ 1 , .
2. a"=-——, n e a nameros reais, com a = 0.

a
m

a _am-n , .
3. —=a""", m, n e a nlmeros reais, com a 0.

a
4. (a™) =a™, m, n e a nimeros reais.

ab)" =a"b", n, a e b nameros reais.

n
a , .
=b—n, n, a e b nimeros reais, com b= 0.

)n
)nn
J

(o))
N TN T

5|3 o|o

="/a™,sem, ne'y/a™ sdo nimeros reais.

Considerando que a funcdo exponencial adota como base numeros reais a satisfazendo
0 <a=1, concluimos que todas as propriedades acima podem ser utilizadas, a qualquer tempo, em

nosso estudo.

~
QD

3.1.2 Crescimento e decrescimento

Consideremos as funcgdes y=2" e y:(1/2)x. A leitura da Tabela 3.1.2-1, que segue,

demonstra o fantastico crescimento da primeira e o extraordinario decrescimento da segunda,
fendbmenos que podem ser generalizados, pois dependem exclusivamente da natureza da base. Perceba
que sendo O<a=#1, podemos ter funcdes exponenciais com bases no intervalo (0,1) ou no

intervalo (1,+o). Sempre que O<a<1, a funcdo exponencial serd decrescente e desde que

191



tenhamos a >1, ela sera crescente. Logo, o que observamos em relagdo as funcdes citadas foram
ocorréncias particulares deste resultado.

Tabela 3.1.2-1

X 2X (1/2)X

-3 1/8 8

-2 1/4 4

-1 1/2 2
0 1 1
1 2 0.5
2 0.25
3 8 0,125
4 16 0,0625
5 32 0,03125
6 64 0,015625
7 128 0,0078125
8 256 0,00390625

O crescimento de 2 e o decrescimento de (1/2)* véo se tornando mais evidentes a medida
que os valores da variavel X aumentam. Se, por exemplo, considerarmos X =32, um nimero real
que, convenhamos, ainda estd bem longe de ser considerado grande, verificamos que

2% =4.294.967.296 enquanto (1/2)* = 0,00000000023, sendo = o simbolo indicativo de
aproximacao.

Note que, a partir de agora, vocé possui uma explicacdo matematica para o espantoso
crescimento da populagdo de bactérias E. coli.

3.1.3 Representacdo gréafica

A Figura 3.1.3-1 expde dois esbogos de graficos: um para a fungdo y =a*, considerando
O<ax<l1, e outro para a mesma funcdo, quando a >1. Note como, em cada um deles, a funcéo

exponencial demonstra seu comportamento em relagdo ao aumento dos valores assumidos pela
varidvel independente, Xx. Com base nos dados que constam na Tabela 3.1.2-1, vocé pode comprovar

que esses eshocos identificam-se com os graficos das funcbes Yy = (1/ 2)X e y=2%, respectivamente.

Figura 3.1.3-1 ﬁ@haw«kad) y \
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Finalmente, alertamos para o fato de que, independentemente do intervalo em que esteja
situada a base, (0,1) ou (1, +w), acurva y=a* ndo chega a tocar 0 eixo X, apesar de aproximar-
se arbitrariamente deste em ambos o0s casos: quando X tende a +oo, nos casos em que O0<a<l, e
quando X tende a —oo, nas situacdes em que a >1.

3.2 A funcéo logaritmica

Como definimos a funcdo exponencial sendo bijetora, pretendemos agora obter uma definicdo
para a sua inversa. Claro que esta serd uma funcéo bijetora, com dominio em Rj e imagemem R. A

questdo é: qual a formula que define a inversa de y =a*?

Procedendo como em 1.4, da Unidade I, vemos que essa inversa serd uma funcdo g que a

cada y eR7 associa o Gnico x real com a seguinte propriedade: dado um nimero real a, positivo e
diferente da unidade, X é o expoente ao qual devemos elevar a para obter y, ou seja, g(Yy) =X,

onde X étalque a* =y, para O<a=1.

Apesar de correta, a definicdo anterior ndo faz notavel a inversa da exponencial, visto que néo
a estabelece através de formula especifica. Na verdade, mantida tal definicdo, a inversa aqui tratada
apresenta-se como funcéo carente de uma identidade prépria que a caracterize e, conseqlientemente, a
distinga. Como solucdo para esse problema, o expoente X, ao ser utilizado na definicdo da inversa da
exponencial, passa a receber a denominacéo especial de logaritmo, conforme a relacéo

a*=y < x=log,”, (3.2-1)

ou seja, a igualdade a* =y acarreta “x ¢ o logaritmo de y na base a”, e reciprocamente.
Assim, redefinimos a inversa da fungdo exponencial

f:R-> R}
x—>y=a", 0<a=l
escrevendo
f1:R*> R
x— y=log,*, O<a=l.

A partir de agora, sabemos o significado de um logaritmo: ele nada mais é que um expoente,
calculado, sempre que possivel, por meio da relacdo (3.2-1).

Dessa forma, temos Iog232 = 5, porque 2°=32,
Iog327 = 3, porque 3° =27,
log," =0elog,” =1,para O<a=1.
Enquanto isso, log gs nédo existe (como ndo existe o logaritmo de qualquer nimero real x < 0).

Na expressdo Yy = Iogax, y éologaritmo, a éabase e x é logaritmando.

Observe que, sendo as fung¢des exponencial e logaritmica inversas uma da outra, podemos
escrever

a™ = x elog,® = x. (3.2-2)
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As equagbes acima sdo consequéncias imediatas do resultado
composicdo de uma fungdo com a sua inversa.

3.2.1 Propriedades do logaritmo

Param>0, n>0e O<a=#1, ologaritmo satisfaz

1. log ;" =1log )" + log ",

2. log amp = plog ,", p um namero real qualquer,
3. log ;""" =1log ;" - log ) e

m log "
4. log, =-——",com0<b=1.

log ,
Demonstremos a validade da propriedade 4.

obtido ao efetuar-se a

Se x = log bm, entdo, por (3.2-1), b* =m. Como sabemos que b* > 0, temos m>0 e, assim,

a partir desta Ultima igualdade, podemos escrever log ab = log am. Pela propriedade 2., vem que
: log ;" :
xlog.” = log " e, assim, x = g—ab ou seja,
log ,
log "
|Og bm = gab )
log ,

como queriamos.

As propriedades 1., 2. e 3. sdo, respectivamente, decorréncias imediatas das propriedades 1.,
4. e 3., apresentadas para a potenciacdo em 3.1.1. A propriedade 4., recém-provada, corresponde a
uma formula de conversdo denominada “mudanga de base”, pois sua utilizagdo se da sempre que
necessitamos calcular o valor do logaritmo de um determinado m >0, numa base b, O<b =1,

conhecidos os logaritmos de m e b em uma certa base a, 0 <a =1.

3.2.2 Representacao grafica

Sabemos que as fungdes logaritmica e exponencial, sendo
inversas uma da outra, devem ter seus graficos simétricos em
relacdo a reta y = x. Dessa forma, utilizando o contetdo da

Figura 3.1.3-1, apresentamos, na Figura 3.2.2-1, o gréafico de
y=1Ilog, quando O<a<1 e quando a>1. A partir destes

graficos, podemos verificar que a funcdo logaritmica tem o
mesmo comportamento que a exponencial quanto ao crescimento

X
e ao decrescimento: f(x)=Iloga cresce quando a>1, e
decresce quando 0 <a <1.

Y

f(@= log? (0<a<1)
f@)=a® (a>1)

F(@) = log? (a>1)

Fiaura 3.2.2-1 \\
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3.3 Equacbes e inequacgbes exponenciais

Identificamos uma equacdo exponencial pela presenca da incdgnita em expoentes. Para esse tipo de
equacdo, dois procedimentos sdo comumente adotados na tentativa de resolucdo: a) reducéo a uma base Unica e

b) aplicacdo do logaritmo. O primeiro objetiva trabalhar a equacéo até reduzi-la a uma igualdade entre poténcias
A X X _ A2
de mesma base. Dai, tendo em vista a injetividade da funcédo f(x)=2a , a igualdade a =a o permitira

concluir que X=12 de onde chegaremos ao(s) valor(es) de X procurado(s). Ndo sendo possivel efetuar
a reducdo prevista no método anterior, procuramos determinar a solucdo da equacgédo transformando-a

em uma igualdade do tipo a* =z para, entdo, utilizar a relacdo (3.2-1). Vejamos exemplos de
aplicacdes desses métodos.
Exemplo 3.3-1
A equacéo 4375 _16 =0 é redutivel a uma igualdade entre poténcias de uma mesma base,
pois
4%7° _16=04%7° =16 < 4% =42,

.
De 4%7° =4%, concluimos que 3x —5=2, ou seja, que X = 3

Exemplo 3.3-2

A equacdo 3**? 4 3%:18 pode ser escrita como 3%3% + %:18. Fazendo 3* =y,

ficamos com 9y + 2 =18, de onde, pela multiplicagdo de toda a equagdo por Yy, segue que

9y?—18y +9=0. Assim, temos y>—2y +1=0 e, conseqiientemente, y =1. Como fizemos
3* =y, concluimos que x =0, pois 3* =1 < 3*=3°.
Exemplo 3.3-3

Como ndo podemos escrever o numero 13 em forma de poténcia de base 2, ou de base 4, a
igualdade 4** 1 =13, combinada com a relagdo (3.2-1), nos faz deduzir que x + 1 = log 413 e,

portanto, que X = log 413 -1.

Normalmente, as nossas calculadoras cientificas nos fornecem o valor do logaritmo de um
nimero real positivo na base 10, através da tecla identificada por log, e na base e, caso do
logaritmo denominado natural, por meio da tecla In (Vocé vai conhecer mais de perto este
tipo especial de logaritmo através do MOODLE). Dessa forma, fazendo uso da propriedade de
mudanca de base, podemos escrever

13
log ;,

13
x=1log, -1 < x= l0g 4
10

_1,

para, entdo, concluirmos que x;%—1;1,850—1=0,850, onde 1114 e 0,602 sdo

aproximagdes para Ioglé3 e Ioglé, respectivamente, obtidas em uma calculadora.

Se, em vez de uma equacdo, tivermos uma inequacdo ou desigualdade de natureza
exponencial, para sua resolucdo deveremos levar em conta que as fun¢Bes exponencial e logaritmica
sdo crescentes, se a >1, e decrescentes, se 0 <a <1. Este fato merece ser destacado sob a forma de
dois resultados:
quando a >1, temos
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a*<a® o x<z (3.3-4a)

e
log,* <log,” & x<z; (3.3-4Db)
quando 0 <a <1, temos
a¥*<a’ o x>z (3.3-5a)
e
log,* <log,” < x>z. (3.3-5b)

Os métodos de solucdo de inequagBes exponenciais, como mostram os exemplos seguintes,
possuem os mesmos fundamentos que os utilizados para as equacdes: tentativa de reducdo dos termos
a poténcias de mesma base e, alternativamente, utilizacdo da fungdo logaritmica.

Exemplo 3.3-6
Vejamos um procedimento para resolucdo da inequacio 4 -6.2" +8<0. Como
2
4> =(22)X = 2% :(ZX) (Qual propriedade, em 3.1.1, nos assegura a veracidade dessa
conclusdo?), fazendo 2* =1y, escrevemos a inequagio 4*—-6.2"+8<0 como

y2 —6y +8<0, de onde obtemos 2 < y <4 (Agora é hora de lembrar do estudo da variagéo
do sinal da funcéo quadratica, feito na Unidade ] ). Mas

2<y<4d & 21 <2 <22 & 1<x<2, por (3.3-4a), e nossa inequacdo esta resolvida.

Exemplo 3.3-7
Se quisermos determinar os valores de X para os quais 5* <11, poderemos aplicar a fungéo
logaritmica de base 10 em ambos 0s membros dessa desigualdade e, levando em conta o que

estabelece (3.3-4b), concluir que log 1gx < log 1%,1. Daqui, obtemos xlog 105 < log 1$1 e, como

IO 11
log .o > 0, podemos escrever X < g1°5 ~ 0699 0,671.
log ;4 1041

3.4 Equacdes e inequacdes logaritmicas

Uma equacdo é chamada de logaritmica, se envolve pelo menos um logaritmo em que uma
incognita encontra-se presente no logaritmando e/ou na base.

A resolugdo de uma equacdo logaritmica tem inicio com o estabelecimento do campo de
valores da varidvel X que poderdo ser admitidos como solu¢Bes (condicdo de existéncia), posto que

Iog; existe, se, e somente, se, X > 0 e O0<a=#1. A partir dai, procura-se reduzir a equagdo a uma

igualdade entre dois logaritmos de mesma base para, entdo, obter-se seu conjunto solu¢do em razéo
da injetividade da funcdo logaritmica.

O exemplo abaixo pretende facilitar a compreensdo do método.

Exemplo 3.4-1
X+ 3 (x - 3) .
Iogz( ) 5 existe, se
x—3 >0, ou seja, se X > 3. Assim, esses logaritmos existirdo simultaneamente, desde que

X > 3. Portanto, X > 3 corresponde a uma pré-condi¢do de existéncia de solucdo para a
equacéo

existe, se x+3 >0, ou seja, se X > —3. Por sua vez, log

log,* * 3 + log ¥ =% = 4.

Aplicando o método exposto anteriormente, temos
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x+3) 4 Jog, ¥ =4 < log* TP -3 = 1og¥ o (x+3)(x-3) =16

o x?-9=16 < x?=25 < x=+,/25=45,
Tendo em vista a condicdo de existéncia, despreza-se o valor x=-5 e fica-se com x=5
como Unica solucdo da equacgdo dada.

log ,

Quando temos uma desigualdade envolvendo logaritmos, estabelecida a condicdo de
existéncia, procuramos, como no caso das equacdes, reduzir o problema a uma desigualdade entre
dois logaritmos de mesma base e, entdo, procedemos de modo semelhante aquele adotado quando do
estudo das inequacgdes exponenciais, no que se refere ao sinal da desigualdade, isto porque as funcdes
exponencial e logaritmica, como vimos, apresentam 0 mesmo comportamento quanto ao crescimento
e ao decrescimento. Analisemos um exemplo.

Exemplo 3.4-2

A desigualdade log >~V

(2x -1)

< 0 equivale a logg < logs', de onde concluimos que

X

2x —1<1, ou x<1, pois a funcdo y =1log;"~ é crescente. Mas X <1 é, realmente, a solugéo

(2x

da inequagio log. > "Y< 0? Se x=0, por exemplo, log:®~Y< 0 transforma-se em

1

Iogs‘1< 0 e logs ™ ndo esta definido. Isto vem mostrar que X<1 ndo é a solugdo

procurada.
Na verdade, toda essa confusdo é fruto da auséncia de uma condi¢do de existéncia para

log 5(2" ‘1), Unico logaritmo envolvido no problema. Essa condi¢cdo vem exigir que qualquer
solugdo de log 5(2X “U < 0 deve satisfazer x >1/2, pois 2x—-1>0 < x>1/2. Portanto, a

solucdo da inequagdo apresentada ndo é Xx<1, mas, sim, 1/2<x<1, em razdo da
necessidade de serem satisfeitas ambas as desigualdades: x >1/2 e x <1.

No Moodle...
a8 Na plataforma MOODLE, no espaco reservado a disciplina Matemética para o Ensino
Basico Il, vocé poderd testar seus conhecimentos a respeito das funcdes exponencial e
logaritmica. Nos encontraremos no MOODLE. Até 14!

Ampliando o seu Conhecimento

Amplie sua visdo acerca do assunto, principalmente no que diz respeito a aplica¢des
envolvendo o logaritmo natural, aspecto que ndo foi contemplado neste caderno. No
MOODLE, vocé também vera outras aplicacdes da exponencial que, certamente, amenizarao
0 impacto do susto causado pela reproducdo das bactérias E. coli. Vocé ja havia esquecido
delas?

DANTE, Luiz R., Matematica: Contexto e Aplicacdes. Editora Atica, Vol. 1, 1a Edigdo, 1999.

IEZZI, G., Dolce, O., Murakami, C., Fundamentos de Matematica Elementar, VVol. 2, Editora Atual, 8a
Edicédo, 2004.

LIMA, Elon L., Carvalho, P.C.P., Wagner, E., A Matematica do Ensino Médio, Vol. 1, 2a Edicéo,
Colecéo Professor de Matematica, Publicacdo da Sociedade Brasileira de Matemaética, 2006.
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UnidadeNd Funcdes Trigonométricas

1. Situando a Tematica

Ndo sendo possivel utilizar um instrumento adequado de medicdo, para conhecermos a
distancia que separa dois pontos, precisamos nos deslocar entre eles e, entdo, aferir a extensdo da
trajetoria percorrida. Isto, porém, se esse nosso deslocamento for viavel. Em muitos casos, deslocar-
se de um ponto a outro pode constituir tarefa praticamente impossivel de ser realizada, em razédo da
inexisténcia de meios de locomoc¢do ou em virtude de um consumo excessivo de tempo e recursos,
como seria o caso de avaliarmos a distancia entre dois pontos no oceano ou no espago.

Fazer uso de um triangulo é certamente um étimo procedimento para resolver o problema do
calculo de distancias quando métodos comuns de mensuracdo ndo podem ser aplicados. Esta técnica e
outros importantes conhecimentos n6s vamos adquirir com o estudo da Trigonometria, parte da
Matematica que podemos resumir como responsavel pelo estabelecimento das relagGes entre lados e
angulos de um triangulo, conceito que se justifica em razdo da palavra trigonometria: unido dos
vocabulos gregos tri (trés), gono (angulo) e metrien (medida).

Os conteudos da Trigonometria que iremos desenvolver, mesmo em nivel elementar, sdo o
alicerce tedrico de resultados aplicados continuamente nas navegac¢fes terrestre, maritima e aérea,
sendo igualmente utilizados na geografia, em trabalhos de cartografia, e especialmente importantes
para a astronomia.

2. Problematizando a Tematica

Como dissemos, uma relevante aplicacdo da trigonometria se da quando necessitamos avaliar
distancias. Por essa razdo, consideremos a situagdo caracterizada por um passaro que, pousado em
seu ninho, construido no alto de um poste de 20m de altura, avista seu filhote bicando o chéo,
perigosamente afastado dos pais. Supondo que o passaro (mae) partiu em direcdo ao filho num vbo

cuja inclinacdo foi de 60° (lé-se sessenta graus) em relagdo ao poste, qual a distancia que separava
mae e filho naquele momento?

Veremos, em breve, que o problema proposto acima é bem simples de ser resolvido, bastando,
para tanto, conhecermos o valor assumido por certa funcdo trigonométrica quando seu argumento
coincide com o angulo fornecido.

Vamos, entdo, iniciar o nosso estudo da Trigonometria para termos condi¢do de solucionar
esta e muitas outras questoes.

3. Conhecendo a Tematica
3.1 Medindo arcos e angulos

Um angulo é obtido pela unido de dois segmentos retilineos com um ponto final comum
denominado vértice. Estes segmentos, também chamados de raios, sdo os lados do angulo. Neste

nosso estudo, usaremos letras gregas mindsculas, / \
como a, [ e @, para representar angulos (Figura [ (a) (b) i
3.1-13). B

Se a partir de um angulo &, com centro no vériice x’<5‘°ie
vértice O, tracarmos uma circunferéncia que ke 3 ~ IA
intercepte os lados de @, estes passam a determinar, : '

nessa circunferéncia, dois pontos que definem um
arco, tendo € como angulo central (Figura 3.1-1b).

Figura 3.1-1
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Iniciaremos, em seguida, a apresentagdo das duas unidades de medida mais utilizadas para
angulos: o grau e o radiano.

3.1.1 A unidade de medida grau

Dividindo-se a circunferéncia em 360 arcos iguais, a medida de cada arco chamar-se-a um
grau, representado por 1°. Convenciona-se que as unidades de medida de arcos e angulos recebem
iguais denominacdes. Portanto, a um arco de 45°, por exemplo, corresponde um angulo central de
45°. Evidentemente, o arco, ou angulo, de uma rotacdo completa na circunferéncia mede 360° e o

arco, ou angulo, nulo mede 0°.
Cada grau pode ser dividido em 60 partes iguais, chamadas minutos. Cada minuto, por sua

vez, divide-se em 60 segundos. Dessa forma, temos 1°=60" (60" Ié-se sessenta minutos), ou seja, um

grau é o mesmo que sessenta minutos, e 1’ = 60” (60 1é-se sessenta segundos), ou seja, um minuto é
0 mesmo que sessenta segundos. Hoje em dia esta subdivisdo do grau em minutos e segundos ja ndo ¢
tdo utilizada. E comum encontrarmos, por exemplo, um angulo de sete graus e trinta minutos sendo

representado por 7,5° e ndo por 7°30°.

3.1.2 A unidade de medida radiano

Consideremos agora uma circunferéncia de centro O, cujo raio mede / N
I unidades de comprimento. Se os lados de um angulo central & determinam - R
na circunferéncia um arco de comprimento r, dizemos que &€ mede um r
radiano, ou seja, # =1rad (lrad lé-se um radiano) (Figura 3.1.2-1). A
0 .
Por forga desta definigdo, escrevemos r.
Figura 3.1.2-1 \ 6 = 1rad )

comprimento do arcoque possui & como angulo central
comprimento do raio da circunferéncia

medida de 8 em radianos =

Devemos observar que angulos sdo classificados como positivos e
negativos, de acordo com o sentido da rotacdo que o0s gera.
Consideraremos negativo todo angulo gerado por uma rotagdo realizada
no sentido do movimento dos ponteiros do relégio. Caso contrario, ou
seja, sendo gerado por uma rotacdo que Se processou nho sentido
contrario ao do movimento dos ponteiros do reldégio, o angulo sera
considerado positivo (Veja a Figura 3.1.2-2).

Figura 3.1.2-2

3.1.3 Convertendo unidades

Para estabelecermos a medida de um angulo em radianos, conhecida sua medida em graus, ou
0 contrario, basta notar que o arco correspondente a uma rotacdo completa na circunferéncia tem

comprimento igual a 2zr e, assim, sendo & o angulo central desse arco, temos & = 360°, o que, pela
formula acima, nos da
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medida de @ em radianos = ﬂ =2r.

r
Logo, 360° = 2rrad, ou seja, 360.1° = 2z rad , de onde segue que

1" =" rad (3.1.3-1)
180
e
lrad = @.T (3.1.3-2)
T

Portanto, se quisermos saber quanto mede em radianos o angulo de 60°, utilizamos (3.1.3-1) e

vemos que 60° =60.1" = 60.& rad =% rad . Por sua vez, (3.1.3-2) nos diz que %rad =90°, pois

7 vad =7 1800 180 1o 901 oo,
2 2 x 2

3.2 Razbes trigonométricas em um triangulo retangulo

Vejamos, inicialmente, algumas defini¢cbes e resultados que nos A\
permitirdo estabelecer seis razdes trigonométricas primordiais.
Um triangulo retangulo (Figura 3.2-1) é um poligono de trés lados

A . . ° A A cateto
com um dos angulos internos medindo 90°. Num triangulo retangulo, os

dois lados adjacentes ao angulo de 90°, chamado de reto e representado

por 1 , S840 os catetos e o lado oposto a esse angulo é a hipotenusa. galsie

Figura 3.2-1

Na Geometria Plana aprendemos que dois triangulos quaisquer sdo semelhantes, se seus
angulos correspondentes sdo iguais e, por consequéncia, que dois tridngulos retdngulos séo

semelhantes, se possuem angulos agudos iguais (agudo é o angulo que tem medida superior a 0° e

inferior a 90°). Além disso, os lados correspondentes de dois tridngulos semelhantes séo
proporcionais (consulte seu Professor de Matemética para o Ensino Bésico | a respeito destes
resultados).

Supondo, entdo, que os triangulos retangulos determinados pelos pontos ABC e A’B’C’
(Figura 3.2-2) sdo semelhantes, podemos escrever a=ka', b=kb" e c=kc’, onde k é a constante

de proporcionalidade, para concluir que

! !

a a b b a a b c ¢ ¢ ¢
. . A (3.2-3)

c ¢ ¢ ¢ b b a a b b a @

Figura 3.2-2
B

o

c a ,

a

A 1 ¢ c’
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As seis razdes entre os comprimentos dos lados de um tridngulo retangulo expressas em (3.2-

3) estdo relacionadas, apenas, & medida do angulo agudo &, oposto aos catetos a e a'. Em
particular,

a.

’

x . . a a
a razao entre o cateto oposto a dea hlpotenusa terd o valor constante — = —» que chamaremos
C C

de seno do angulo @ e denotaremos por sené,
< . . , b
a razdo entre o cateto adjacente a € e a hipotenusa tera o valor constante —=—, que
c ¢
chamaremos de cosseno do angulo & e denotaremos por C0S &,

!

~ . . a a
a razao entre os catetos oposto e adjacente a O tera o valor constante E :F’ que chamaremos

de tangente do angulo @ e denotaremos por tg &,

!

« : . b
a razao entre os catetos adjacente e oposto a @ terd o valor constante — =— que chamaremos
a a

, !

de cotangente do angulo @ e denotaremos por cotgé,

x . . ) c c
a razao entre a hlpotenusa e 0 cateto adjacente a @ tera o valor constante B=P, que

chamaremos de secante do angulo @ e denotaremos por secé, e, finalmente,

!

~ . ) C C
a razdo entre a hipotenusa e o cateto oposto a 6 terd o valor constante — = —» que chamaremos
a a

de cossecante do angulo @ e denotaremos por cossecéd.

Estabelecidas as razdes acima, podemos, a partir delas, deduzir trés importantes resultados.

Inicialmente, voltando a considerar o triangulo ABC, vemos que

(EJ2+ (Ejz—a_2+b_2—ﬂ—l
c c c? ¢? c? ’

pois a’+b%=c?, pelo Teorema de Pitagoras.

equivale a

Mas

send + cos’0 =1 (3.2-5)

que chamaremos de Primeira Identidade Fundamental da Trigonometria.

Dividindo todos os termos de (3.2-5) por cos? @, ficamos com
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sen’d  cos’ @ 1
2, 2, 2,5
cos“6d cos“d cos“ 4

de onde vem a igualdade

tg%0 + 1 = sec?d

que serd chamada de Segunda ldentidade Fundamental da Trigonometria.

Finalmente, dividindo todos os termos de (3.2-5) por sen’d , temos

sen’d .\ cos’9 1

sen?9  sen?9  sen?d’

ou seja,

cotg?d + 1 = cossec?d

que vem a ser a Terceira Identidade Fundamental da Trigonometria.

3.3 Funcdes trigonométricas

(3.2-6)

(3.2-7)

Nosso objetivo, nesta secdo, & definir as funcBes trigonométricas elementares. Para tanto,
utilizaremos uma circunferéncia especial e as razdes trigonométricas recém-estabelecidas.

Definicdo 3.3-1

No sistema cartesiano de coordenadas, a circunferéncia trigonométrica é aquela que esta
centrada na origem (C (0, 0)) e tem raio igual a uma unidade de comprimento (r =1).

Sendo (X —X,)%+ (y—-Y,)>=r?

C(X,,Y,) eraio r, vemos que x? + y? =1 é a equacio da circunferéncia trigonométrica.

Definicao 3.3-2

a equacdo de uma circunferéncia com centro no ponto

Dizemos que um angulo estd na posicdo padrdao em relagdo a circunferéncia trigonométrica,

se possui
1. vértice coincidindo com o centro,
2. lados de comprimento igual ao raio r=1, ¢

3. lado inicial situado sobre o eixo X.

Sempre que nos referirmos a um angulo na posicdo padréo,
estaremos querendo dizer que o mesmo satisfaz a definicdo acima. A
Figura 3.3-3 nos mostra angulos «, £ e € na posi¢do padréo.

Figura 3.3-3
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Definicdo 3.3-4

Se @ é um angulo na posi¢do padrdo no primeiro quadrante e P(a, b) é o ponto da intersegédo
do lado terminal de & com a circunferéncia trigonométrica (Figura 3.3-5), entdo OP =r =1, OPA ¢

um triangulo reténgulo e, tendo em vista as razBes trigonométricas estabelecidas na secdo anterior, as
seis funcdes trigonométricas elementares do angulo & sao

1. y=send=>b 2. y=cosfd=a
b send a cosd
3. y=tgf =—= 4. Vv =cotgl = — =
y=4 a coséd y g b send
5.y:cossec6?:£:i 6.y:sec9:1:L
b sené a coséd

-

_/

Figura 3.3-5

0 A(a,0),

o

A partir de agora, passaremos a reconhecer em cada uma das razGes apresentadas em (3.2-3)
uma fungéo trigonométrica, ou funcédo circular, da forma y = f (@), com dominio, contradominio e

imagem que sdo subconjuntos de R, razdo pela qual o radiano sera adotado como unidade de medida
padrdo para angulos. A medida de um angulo em graus podera eventualmente ser utilizada para efeito
de esclarecimento, ou facilitagdo do entendimento, de alguma questéo.

3.4 Valores das fungdes trigonométricas de angulos especiais

Considerando as definigbes colocadas na secdo anterior, a tabela a seguir exibe 0 seno, o
cosseno e a tangente dos angulos cujos lados finais coincidem com os eixos coordenados.

0 send cosé tgé
0 0 1 0
% 1 0 nédo definida
V4 0 -1 0
3 x -
- -1 0 ndo definida
2 0 1 0
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Em sua parte (a), a Figura 3.4-6 nos mostra como esses angulos especiais estdo dispostos na
circunferéncia trigonométrica. Ainda podemos observar a localizacdo de outros angulos
frequentemente utilizados em célculos envolvendo funcgbes trigonométricas. Na parte (b) da mesma
figura, sdo destacadas as determinacdes dos valores de seno, cosseno, tangente e cotangente, em seus

respectivos eixos, para um angulo @ qualquer.
® y \

/T

Eixo dos senos — cotg O d
P ¢
I ’
g0
. Eixo das 3
FlgU ra 3.4-6 cotangentes sent
0
5
0 a z
cos© I
Eixo dos
cossenos
\_/
K K Eixo das tangentes — /

Encerramos esta secdo, observando que as funcdes send e cosé estdo definidas para
qualquer valor do angulo @, tendo, portanto, como dominio todo o conjunto dos nimeros reais. Ja as

funcdes tgd e secd ndo estdo definidas para angulos da forma %+ kz,se k=0,1,2,..., pois

estes possuem cosseno nulo.

Dialogando e Construindo Conhecimento

Que tal uma revisdo no contelddo da Unidade I, sec¢do 3.6?

A existéncia de cotgéd e cossecéd depende de & nido pertencer a familia de angulos Kz,
com k=0,1,2,... Vocé sabe por qual motivo?

3.5 Olhando as fung¢6es seno e cosseno mais de perto

As funcgdes seno e cosseno possuem propriedades bastante exploradas quando a trigonometria
¢ aplicada na resolucdo de problemas tedricos e do cotidiano. Reservamos esta secdo para a
apresentacdo de uma seqliéncia de resultados que encerram algumas dessas propriedades.

Propriedade 1 (Sinais das funcfes seno e cosseno)

Para 6 [0, 7], temos send > 0, e para 6 € |z, 2z, temos send < 0.
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Para 9€|:0,

NN

} ou 06[%,27:] temos coséd > 0, e para He} 37”

NN

|:, temos

cosd < 0.

Propriedade 2
As funcdes seno e cosseno sdo periddicas com periodo 27, ou seja,

sen(6 + 27)=send e cos(6 + 27)=cosh.

Figura 3.5-1

Propriedade 3
O cosseno é uma funcdo par e o seno é uma funcdo impar (Reveja a Figura 3.1.2-2), ou seja,
cos(—8)=cos@ e sen(—0)=—send.

Defini¢do 3.5-2

A o T
Dois angulos « e f sdo complementares se o + 3 = Erad :

Propriedade 4
O cosseno de um angulo é o seno do seu complemento (dai a denominagdo cosseno), ou seja,

cosf = sen(——@} e cos(——@j— send.
2 2

(Procure fazer uma figura que lhe mostre a validade deste resultado)

Propriedade 5
Valem as seguintes férmulas de somas e diferencas:

cos(a + )= cosacos B — senasenf

o

b. cos(a — B )=cosacosp + senasenf
c. sen(a+ B)=senacosf + cosasenf
d. sen(a-p)=

o — sena cos f — cosaseng .

3.6 Representacdo gréafica das funcgbes seno, cosseno e tangente

Para tracarmos o grafico da fungdo y = cosé, construimos a tabela abaixo
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0 coséd 0 cosé
0 1 z 0
2

T 27 1

g £;0,83 N .
2 3 2

7 ﬁ 3r

4 T:Oy?l 4 _0171

T 1 1

il = T _

3 2

e, considerando os resultados contidos nas propriedades 1, 2 e 3, obtemos o esboc¢o apresentado na
Figura 3.6-1.

Figura 3.6-1

/ \ @) grafico de
7 y=send ¢é uma mera

translacdo do grafico da

................................................................................. . T
fungao cosseno  em —
- -T2 > x 2

unidades para a direita, ja

que cos(@—%} = send

(Use as propriedades 3 e 4
para verificar isto!). Assim,

temos
Figura 3.6-2

/ \ Agora vocé pode
y elaborar uma tabela como a

1“ apresentada no inicio desta
......................................................................................... secéo, estabelecer as
principais propriedades da
< - . — > — ~— x | funcdo tangente e concluir
/ que o grafico de y=tgéd

- tem o seguinte esbogo:

Figura 3.6-3
f y \

L -T2 : b

-3m/2 - 0 L2 L 3T/2
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Lembra do problema do passaro que precisava voar até o chdo para salvar seu filhote? Pois
bem, vamos resolvé-lo. Como dissemos, o problema é interessante e bastante simples. Na verdade, a

resolucdo depende apenas do valor de cos60°, pois, de acordo com a figura abaixo, que elaboramos
para retratar a situacdo apresentada no enunciado do problema, temos

a4
X
2om || 60°
4 >

cos60°:§,ou X = 20 20 40m.

X c0s60°  1/2

No Moodle...

Concluindo, queremos lhe lembrar que apds este primeiro contato com conceitos basicos da
Trigonometria, vocé deve procurar a plataforma MOODLE para trabalhar no desenvolvimento
de resultados relacionados as funcgdes tangente, cotangente, secante e cossecante.

Vocé ainda terd oportunidade de por em préatica seus conhecimentos nas aplicacdes elaboradas
sobre o tema. Prepare-se para grandes descobertas! Até 14!
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