Conjuntos

|| 1. Situando a Tematica

Nesta unidade faremos uma breve revisdo, introduzindo a nogao de
conjuntos e suas operacdes, teoria de fundamental importancia para a
compreensdo de qualquer texto matematico. Usa-se a nogdo de conjunto no
estudo de espacos vetoriais, dominios e contradominios de fungdes,
conjunto-solu¢do de uma equacgdo, base de solugdes de uma equagao
diferencial linear homogénea de ordem # etc.

Este texto complementa-se na plataforma MOODLE, onde estdo as
listas de exercicios e atividades relacionadas com o mesmo. Lembre que a
resolugdo dos exercicios propostos é de grande importancia para o

aprendizado de qualquer disciplina matematica.

| 2. Problematizando a Tematica

A ideia de conjunto que temos hoje se deve a Georg Cantor. Cantor
(pronuncia-se Cantor) julgava que, para definir um conjunto, bastava que se
desse uma propriedade que deveria ser satisfeita por seus elementos. Esta
defini¢do apresenta problemas, ou seja, ndo corresponde exatamente a uma
“boa” definicdo porque ha paradoxos em decorréncia da imprecisdo do
conceito de conjunto, ainda hoje a espera de solugdo. Apesar disso, a

importancia da Teoria dos Conjuntos ndo ¢ diminuida.

|| 3. Conhecendo a Tematica

|| 3.1 Definigdo de conjunto

Um conjunto ¢ definido como uma cole¢do qualquer de objetos:
letras do alfabeto, niimeros, pessoas, animais, conjuntos etc. Qualquer
colegdo de objetos pode ser considerada como conjunto.

Os objetos de um conjunto sdo os seus elementos. Por exemplo,
considere a colecdo I de todos os numeros naturais impares 1,3,5,7,...
Qualquer niimero natural impar pertence a colecdo (conjunto) I. Denotamos
a relacdo entre um conjunto A e um seu elemento x qualquer por x € A (lé-

se x pertence a A). Se um elemento y ndo pertence a A, escreve-se y ¢ A.

A notagdo usada para representar um conjunto consiste em colocar
seus elementos entre chaves ou em definir uma propriedade a ser satisfeita
por todos os seus elementos:

V = {a,e,i,o,u} = conjunto das vogais do nosso alfabeto
N = {1,2,3, ...} = conjunto dos niimeros naturais
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7= {0,£1,£2,+3, ...} = conjunto dos niimeros inteiros

Q= {p/q | p,q € Z, q # 0} = conjunto dos nimeros racionais
A={123456= {xe N | 1<x<6} (&-se: conjunto dos x pertencentes
aNtaisque 1 <x <6)

Ampliando seu conhecimento

George Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (Sao Petersburgo, 3 de Margo de

1845 - Halle, Alemanha, 6 de Janeiro de 1918) foi um matematico russo de origem
alemd conhecido por ter criado a moderna Teoria dos conjuntos. Foi a partir desta
teoria que chegou ao conceito de nimero transfinito, incluindo as classes numéricas
dos cardinais e ordinais, estabelecendo a diferenca entre estes dois conceitos que

colocam novos problemas quando se referem a conjuntos infinitos.

Nasceu em Sdo Petersburgo (Russia), filho de um comerciante dinamarqués,

George Waldemar Cantor, e de uma musica russa, Maria Anna Béhm. Em 1856 a sua

familia mudou-se para a Alemanha, continuando ai os seus estudos. Estudou na Escola
Politécnica de Zurique. Doutorou-se na Universidade de Berlim em 1867. Teve como

professores Ernst Kummer, Karl Weierstrass e Leopold Kronecker.

Em 1872 foi docente na Universidade alema de Halle, onde obtém o titulo de
professor em 1879. Toda a sua vida ira tentar em vao deixar Halle, tendo acabado por

pensar que era vitima de uma conspiragao.

Cantor provou que os conjuntos infinitos ndo tém todos a mesma poténcia
(poténcia significando "tamanho"). Fez a distingdo entre conjuntos numeraveis (ou
enumeraveis) e conjuntos continuos (ou ndo-enumeraveis).

Provou que o conjunto dos nimeros racionais ( é enumerdvel, enquanto que o
conjunto dos niimeros reais R é continuo (logo, “maior” que o anterior). Na
demonstragao foi utilizado o célebre argumento da diagonal de Cantor ou método
diagonal. Nos ultimos anos de vida tentou provar, sem o conseguir, a "hipotese do
continuo", ou seja, que ndo existem conjuntos de poténcia intermdiaria entre os
enumeraveis € os continuos - em 1963, Paul Cohen demonstrou a indemonstrabilidade
desta hipotese. Em 1897, Cantor descobriu varios paradoxos suscitados pela Teoria
dos conjuntos. Foi ele que utilizou pela primeira vez o simbolo R para representar o

conjunto dos nimeros reais.

Durante a tltima metade da sua vida sofreu repetidamente de ataques de
depressdo, o que comprometeu a sua capacidade de trabalho e o forcou a ficar
hospitalizado varias vezes. Provavelmente ser-lhe-ia diagnosticado, hoje em dia, um
transtorno bipolar - vulgo maniaco-depressivo. A descoberta do Paradoxo de Russell
conduziu-o a um esgotamento nervoso do qual ndo chegou a se recuperar. Comegou,
entdo, a se interessar por literatura e religido. Desenvolveu o seu conceito de Infinito
Absoluto, que Georg Cantor identificava a Deus. Ficou na penuria durante a Primeira
Guerra Mundial, morrendo num hospital psiquiatrico em Halle.

Os conceitos matematicos inovadores propostos por Cantor enfrentaram uma

resisténcia significativa por parte da comunidade matematica da época. Os
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matematicos modernos, por seu lado, aceitam plenamente o trabalho desenvolvido por
Cantor na sua Teoria dos Conjuntos, reconhecendo-a como uma mudanca de

paradigma da maior importancia.

Nas palavras de David Hilbert: "Ninguém nos podera expulsar do Paraiso que
Cantor criou."
Fonte: Wikipedia

3.2 Subconjuntos

Assumiremos que os caros leitores ja estejam familiarizados com os
conjuntos numéricos: dos numeros naturais (IN), dos ntimeros inteiros (7),
dos niimeros racionais (Q), dos nimeros irracionais (I) e dos nimeros reais

(R).

Definicéo 3.2.1 Dizemos que A ¢é subconjunto de B se todos os
elementos de A sdo também elementos de B. Neste caso, escrevemos A — B :
(1e-se A esta contido em B). :

Temos N « Z < Q < R. Dois conjuntos A ¢ B sdo iguais se os
elementos de A sdo os mesmos elementos de B e vice-versa, ou seja, A — B
eBcA.

Observe o conjunto A = {x € Z | x* = 1}. E facil identificar seus
elementos como sendo -1 € 1, ouseja, A= {-1,1}. Ese fosse A= {x e Z | x*
= —1}? Neste caso ndo existe valor x € Z que satisfaga a propriedade dada,
isto €, A ndo possui elementos! O conjunto assim definido ¢ chamado vazio
e denotado por & ou por { }. Um erro bastante comum € escrever o conjunto
vazio como {J}, mas este conjunto possui um elemento, o conjunto &, ndo
podendo ser chamado de vazio. Podemos escrever, neste caso, que & ¢ um
elemento de {J}, ou seja, J € {T}.

Muitas vezes, quando queremos provar que uma afirmativa A
implica em outra afirmativa B, provamos que a negacdo de B (~B) implica
na negacao de A (~A), ou seja, “A = B” equivale a “~B = ~A”. O uso
desse tipo de argumentagdo, denominado Contraposi¢do, ¢ muito comum em
Matematica e, certamente, vocé ja se deparou com ele. Por exemplo, para
provar que X < Y, precisamos mostrar que todo elemento de X ¢ elemento
de Y ou, equivalentemente, que todo elemento que ndo estd em Y também

nao esta em X.
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Observagdo Os simbolos — (esta contido) e > (contém) s6 podem ser
usados entre conjuntos. J4 € (pertence) e ¢ (ndo pertence) sao utilizados

entre elementos e conjuntos.

: Definic&o 3.2.2 Dados dois conjuntos A e B, a unido AUB ¢ o !
conjunto de todos os elementos que estdo em A ou em B, ou seja, AUB € o
conjunto de todos os elementos que pertencem a, pelo menos, um dos

conjuntos. A intersecdo ANB ¢é o conjunto de todos os elementos que estdo
em A € em B, ou seja, dos elementos comuns a A e a B. Note que, se AnNB =

&, entdo A e B ndo possuem elementos em comum. Neste caso, dizemos que

A e B sdo disjuntos.

Exemplos 1) Se A = {1,23,45} ¢ B = {1,3,5,7,9}, temos AUB = |
{1,2,3,4,5,7.9} ¢ ANB = {1,3,5} ;
2)NNZ=N,NuZ=7, Qul=R e Qnl=, sendo I o

conjunto dos nimeros irracionais. i

|| 3.3 O Paradoxo de Russel

Um paradoxo é uma declaragdo aparentemente verdadeira que leva
a uma contradicdo ldégica, ou a uma situagdo que contradiz a intuicao
comum. Relacionado com a antitese, o paradoxo ¢ uma figura de
pensamento que consiste na exposi¢@o contraditoria de ideias.
Em 1901, Bertrand Russell propds seu famoso paradoxo que prova que a
teoria de conjuntos de Cantor e Frege ¢ contraditoria:

Considere-se o conjunto P como sendo "o conjunto de todos os
conjuntos que nio contém a si proprios como membros". Formalmente: A é :
. elemento de P se e s6 se A nio é elemento de A.
P={A:A¢gA}

No sistema de Cantor, P ¢ um conjunto bem definido. Sera que P

' contém a si mesmo? Se sim, ndo € membro de P de acordo com a defini¢ao.

i elemento de P" ¢ "P ndo ¢ elemento de P" conduzem a contradigdes.

Por outro lado, supondo que P nio contém a si mesmo, tem de ser elemento

de P, de acordo com a defini¢do de P. Assim, ambas as afirmacdes "P &

Bertrand Arthur William Russell, 3° Conde Russell (Ravenscroft, Pais de Gales, 18 de Maio
de 1872 — Penrhyndeudraeth, Pais de Gales, 2 de Fevereiro de 1970) foi um dos mais
influentes matematicos, filosofos e logicos que viveram (em grande parte) no século XX. Um
importante politico liberal, ativista ¢ um popularizador da Filosofia. Milhdes de pessoas
respeitaram Russell como uma espécie de profeta da vida racional e da criatividade. A sua
postura em varios temas foi controversa.

Russell nasceu em 1872, no auge do poderio econdmico e politico do Reino Unido,

tendo morrido em 1970, vitima de uma gripe, quando o império se tinha desmoronado e o seu
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poder drenado em duas guerras vitoriosas mas debilitantes. Até a sua morte, a sua voz deteve
sempre autoridade moral, uma vez que ele foi um critico influente das armas nucleares e da
guerra estadunidense no Vietnam.

Em 1950, Russell recebeu o Prémio Nobel da Literatura "em reconhecimento dos seus
variados e significativos escritos, nos quais ele lutou por ideais humanitérios e pela liberdade

do pensamento".

Fonte: Wikipedia

Em http://pt.wikipedia.org/wiki/Paradoxo_do_barbeiro encontramos mais

um paradoxo atribuido a Russell que, pode-se dizer, equivale,
metaforicamente, ao paradoxo acima. Acesse ¢ veja. Para um acesso mais

rapido, busque, no Google, Paradoxo do barbeiro.

Exercicio Dé exemplo de um conjunto que contém a si mesmo como

elemento (desafio!).

|| 3.4 Operacgdes com conjuntos e os Diagramas de Euler-Venn

Para estudar de maneira mais simples as operagdes com conjuntos,
Euler (lé-se Oiler) e Venn, separadamente (Leonhard Euler ¢ do século
XVIII e John Venn ¢ do século XIX) pensaram numa representagdo grafica
para conjuntos, pensando seus elementos como limitados por circulos, cada
um representando um conjunto diferente. Na verdade Euler criou a

representagdo ¢ Venn a popularizou.

No diagrama ao lado, os conjuntos A e B, representados por
circulos, estdo imersos em um conjunto maior, o conjunto universo, aqui
representado pelo retadngulo. Por exemplo, se A ¢ B sdo subconjuntos de R,

U sera o conjunto dos niimeros reais. Se A e B s@o conjuntos de fungdes

derivaveis f: D c R — R, U sera o conjunto de todas as fungdes derivaveis f

:DcR — R.

No diagrama ao lado, observe que o conjunto A é subconjunto de B,
A e C sao disjuntos, B e C sdo também disjuntos. A ideia é que, com o
diagrama de Venn, percebamos claramente todas as operagdes — e 0s
resultados destas — sem muito esforgo intelectual. Temos, para o diagrama ao
lado:

AUB=B; AnB=A; AnC=JeBNC=0

U

Definicao 3.4.1 Dados A ¢ B conjuntos, definimos a diferenca A —
B como sendo o conjunto de todos os elementos de A que ndo pertencem a
B. Em simbolos:

A—B={xeA|x€£B}




No diagrama a esquerda temos a

representacdo de A — B.

U No diagrama a direita temos a

representacdo de B — A.

. Exemplo Dados N = {1,2,3,4,..} e P = {2,4.6,8,...}, entdo N — P =
{1,3,5,7,9...} enquanto que P — N = . Se R ¢é o conjunto dos nimeros reais
e Q ¢ o conjunto dos niimeros racionais, entdio R — Q = I (conjunto dos
numeros irracionais) e Q — R = . Note que, sempre que A — B, temos A —

Dialogando e Construindo Conhecimento

Escrevendo para aprender

e Se AUB =B, entdo A ¢ subconjunto de B.
e Se AnB =B, entdo B ¢ subconjunto de A.

Considere U o conjunto universo ¢ A um subconjunto de U. Definimos o
complementar de A como sendo o conjunto A° = U — A. Por exemplo, se U
= N e A = conjunto dos nimeros pares, temos A° = {1,3,5,...} = conjunto

dos numeros impares.

: Teorema 3.4.1 (Leis de De Morgan) Dados A e B subconjuntos de
i U = conjunto universo, entio: '
L1 (A=A

2. =UeU'=0

1 3. AUA*=Ue AnA‘ =0

4. AcBo B cA®

S (AUB=ATBTe(AMBf=AVB
Demonstragéo Vamos provar o item 4 e deixar os outros itens como
exercicio:
Suponhamos que A < B. Dado x € B, temos que x ¢ B e, por conseguinte, x
¢ A, uma vez que A c B. Portanto x € A°, ouseja, Ac B=B°c A" A

prova da reciproca ¢ analoga.

Exercicio Sejam A e B conjuntos. Dé uma condi¢do necessaria e
suficiente para que seja verdadeira a afirmagdo: AU(B — A) = A.

Observe, no diagrama de Venn ao lado, que a afirmagdo acima nao ¢
verdadeira sempre.

O diagrama também “sugere” que condigdo deve ser imposta para se
ter

AUB - A) = A. AUB-A) % A
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Definicdo 3.4.2 O conjunto das partes de um conjunto A € o
conjunto que tem por elementos todos os subconjuntos de A. E denotado por

Observe que o proprio conjunto A € o conjunto vazio sempre sao

elementos de P(A). Além disso, temos:

. Dc P(A)e D e P(A)

. A € P(A) mas, se A = J, A ¢ P(A), pois os elementos de A ndo sdo
elementos de P(A)
Denotaremos o numero de elementos de um conjunto finito A por n(A). Por
exemplo, n(J) =0

Teorema 3.4.2 Se o nimero de elementos de A é k entdo P(A)

| possui 2 elementos.

Para a solugdo deste problema, lembre que, como A possui 3
elementos, n(P(A)) =2° = 8.

Definicéo 3.4.3 Quando A ¢ um conjunto finito, o nimero n(A) ¢ :

i chamado cardinal de A, ou seja, o cardinal de um conjunto finito ¢ o nimero !

| de elementos desse conjunto.
O resultado a seguir associa o cardinal da unido de dois conjuntos A

e B com os cardinais de A e de B.

Teorema 3.4.3 Se A e B s@o conjuntos finitos, n(AUB) = n(A) +
e .
Exercicio Se n(A) = 10, n(B) = 17 ¢ A é subconjunto de B, quantos

i elementos tem AUB?

Escrevendo para aprender

Para obter uma demonstra¢do do teorema acima, faga um diagrama de Venn colocando o numero de
elementos de cada parte envolvida: de A — B, de AnB e de B — A. Veja que a soma dos niimeros
cardinais de cada uma das partes da exatamente o cardinal de AUB. Conclua a demonstragao.
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|| 3.5 Familias de conjuntos

Nesta secdo, abordaremos operagdes de unido e intersecdo para uma
“familia” de conjuntos, indexada em uma colecdo infinita L. Na verdade, a

defini¢do ndo difere da que j& temos para o caso finito. Vejamos:

. Definigdo 3.5.1 Dada uma familia {A;}, A € L, o conjunto zULA‘ =

{x | x e A, paraalgumA € L} eo conjuntolmLAi ={x | x e A, para todo A

Exemplo Considere A, = [-1/n,1/n], com n € N. E fécil perceber que
U A4, = A, = [-1,1], pois para todo n € N, A, c A; = [-1,1]. Observe !

i
| neN

i também que o nimero 0 é o uUnico elemento comum a todo A, e, assim, !

3
3
2
2D
NN

[
S

. Exercicios 1. Considere A, = (0,1/n), com n € N. Mostre que

NA =NnA4,=0.

neN n=1

2. Tente encontrar uma familia {A, lne N} tal que:

Lo Cada A4, é um intervalo aberto;
. A,+1 < A, paratodon € N;
J M A, ¢ um intervalo fechado.

neN

Observacdo Quando a indexagdo se da no conjunto dos nimeros naturais
N, é comum escrever
o0 o0
NA, =MmA, e UA =UA,.
neN n=1 neN n=1
Neste curso, assumimos que o aluno esta razoavelmente informado a
respeito de fungdes. Conceitos como dominio, contradominio, injetividade,
sobrejetividade, bijetividade etc, sdo supostamente conhecidos. Em caso de

necessidade, é sempre bom recorrer a textos onde tais assuntos se encontram.

Definicéo 3.5.2 Dada uma fungdo f: A — B, definimos a imagem
inversa de b € B como sendo o conjunto

S®) = {x e Al flx)=b).

' Se C < B, definimos f '(C) = {x € A | fix) € C}.

Observacdes 1. Uma fungdo f: A — B ¢é sobrejetiva se, e somente se, [~
'(b) é ndo vazio para todo b € B.
A fungdo f: R — R, definida por f{x) = x°, ndo é sobrejetiva pois f '(-2) =
Q.

2.Sef: A— Beg:B — Csio sobrejetivas entdo a fungio
composta g°f : A — C ¢é sobrejetiva. Se f e g sdo injetivas, g°of ¢ injetiva.

Assim, se tivermos f'¢ g bijetivas, g°of também sera bijetiva.
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Dada f: N — N definida por f (x) = x°, temos f '(3) =@ e f

Exemplo
({12,340 = {1,2}

Considere a fungdo /: R — R definida por ' (x) = x*. Dé um

Exercicio
. subconjunto nao vazio B de R tal que /™ '(B)=@.

No grafico a seguir, temos representada uma fun¢do y = f(x) e o conjunto f~
'([1,2]). No grafico, notamos que £ '([1,2]) = [-2,0]U[1,a], onde a é tal que
fla)=2.

Suponhamos que a funcdo a seguir seja:

. continua em todo o conjunto R;
. lim /(x) =0
x—>to0
. crescente para x > 2 e para x < -2.

Sendo assim, o que é f'([2,0])?

. Exemplo

i algarismos da representacdo decimal de n. Para esclarecer exatamente como |

¢ esta funcdo, observe os seguintes exemplos:
' f(30)=3+0=3, 37)=3+7=10, f307)=3+0+7=10.
. Mostre que:

 a) Dadon € N, A, =1 "'(n) = {k e N | k) = n} é um subconjunto

infinito de N, para todo n € IN.

‘b)) Sen#m, ) Af(m)=2.
) U A4, =N.

Solugao Provaremos o item (a):
Dado n € N, temos f{111...1)=1+1+ 1+ ... + 1 = n (o nimero de vezes
que aparece o algarismo 1 é evidente, ndo?)
Mas f(111...1) = f(111...10) = f(111...100) = ... e, portanto, concluimos que
{111...1, 111...10, 111...100, ...} ¢é subconjunto — claramente infinito — de
f7'(n) e dai f£7'(n) é infinito pois um conjunto finito ndo pode conter um
subconjunto infinito.
| Teorema 3.5.1
se, Af '(Y)) =Y, V Y c B e é injetiva se, e somente se,
| (F(AX) =X,V X C A.

1) Dé exemplo de uma fungio ndo sobrejetiva f: A — B tal !

1 Exercicios
que fif '(Y)) # Y para algum subconjunto Y de B.

2) Dé exemplo de uma fungdo ndo injetiva f: A — B tal que

| ndo ocorre (f (X)) = X, para algum subconjunto X de A.
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Sugestao: Para a solucao do exercicio 1 veja o diagrama ao lado,
representando uma fungdo ndo sobrejetiva /: A — B.

Pelo diagrama ao lado, temos f~'(Y) = &. Portanto, temos que f(f ' (Y))
=J=Y.

Para a solu¢ao de (2), considere f : A — B tal que o nimero de
elementos de A seja maior do que 1 e f{x) =b, € B, paratodox € A (f
¢ uma fungdo constante). Considere X um subconjunto proprio de A, ou seja,
X < A e X # A. Desta forma temos f{X) = {b,} e, como f ¢ constante, (f
(X)) =/ (b)) = A = X.

4. Avaliando o que foi construido

Nesta unidade, fizemos uma breve revisdo da Teoria dos Conjuntos sobre o
que consideramos de fundamental importancia para o estudante de
Matematica. Além de uma apresentacdo das operagdes sobre conjuntos e
suas principais propriedades, fizemos ver que, apesar de ser uma teoria que
apresenta algumas inconsisténcias, a sua relevancia para o estudo da
disciplina ndo ¢ diminuida, haja vista a sua presenca em todos os campos de
estudo desta Ciéncia.

No Moodle

™

Agora va a plataforma MOODLE e procure responder as questoes e resolver os exercicios referentes
ao tema estudado.
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Olhile-e NIl RelacOes de Equivaléncia e Conjunto

Quociente

|| 1. situando a Temética

Nesta unidade introduzimos os conceitos de Relacdo de
Equivaléncia e de Conjunto Quociente, muito importantes no estudo das
Estruturas Algébricas.

|| 2. Problematizando a Temética

A Matematica tem atraido e ocupado grandes pensadores da Historia
da Humanidade, desde Arquimedes e Euclides, na Grécia Antiga, até os dias
de hoje, com um enorme contingente de cérebros trabalhando para descobrir
novas teorias ou avangando cada vez mais nos campos ja existentes, bem
como, ndo menos importante, ajudando a disseminar o conhecimento
matematico e motivando novos discipulos para a pratica da Ciéncia.

O que leva a humanidade a estudar Matematica? Muitos hdao de responder
que ¢ a utilidade demonstrada por essa ciéncia em praticamente todos os
campos do conhecimento humano, notadamente em Fisica, Economia e
Engenharia. Verdade. Mas também ¢é verdade que muito provavelmente
Euclides ndo estava preocupado com aplicagdes praticas quando escreveu
seus famosos Elementos, bem como os pesquisadores atuais de Matematica
“pura”. Nos a estudamos porque somos humanos, pura e simplesmente, e,
como humanos, temos a curiosidade de sempre saber mais, ndo importa se o
conhecimento ¢ sobre estrelas que estdo a milhdes de anos-luz — e que nao
interferem no nosso planeta — ou se sdao os mistérios da Natureza, a beleza da
Musica ou a “simplicidade” e o rigor da Matematica.

Quando estudamos Geometria Euclidiana, segmentos congruentes, bem
como angulos congruentes ou quaisquer figuras geométricas congruentes,
sdo tratados como um Unico objeto, ndo importando se um tridngulo esta
localizado aqui e outro, congruente, estd a 10 quilémetros. O mesmo pode se
dar em qualquer conjunto, quando desejamos tratar da mesma forma
elementos que satisfagam determinadas propriedades. Por exemplo, no
conjunto dos niimeros inteiros 7, podemos reunir todos os pares numa classe
e tratd-los como se fossem um s6 elemento ¢ os impares (outra classe)
também como outro elemento. Desta forma, escolhemos um elemento no
conjunto dos pares, pode ser o numero 0, como representante de todos eles e
escolher o numero 1 para representante dos impares. Esse “novo” conjunto
(das classes de pares e impares) é denotado por Z, = {0,1}.
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|| 3. Conhecendo a Tematica

|| 3.1 Relagbes de Equivaléncia

O produto cartesiano entre dois conjuntos A ¢ B ¢ definido como sendo o
conjunto dos pares ordenados (x,y) tais que x € A ¢ y € B e ¢ denotado por
AxB. Em simbolos,

AxB={(xy) | xe Ae yeB}

iExempIO Dados A = {abc} e B = {l1,2}, temos AxB =
| 1(@,1),(a,2),(b,1),(b,2).(c,1).(c.2) }

Note que, quando A ¢ B sdo finitos, o nimero de elementos de AxB ¢ o

produto do nimero de elementos de A pelo nimero de elementos de B.

Definicéo 3.1.1 Uma relagdo binaria R entre os elementos de um !
i conjunto A com os elementos de um conjunto B (R : A — B) é um |
. subconjunto do produto cartesiano AXB. Quando (x,y) € R, escrevemos xRy.

Exemplo Dados A = {a,b,c} e B = {1,2,3,4,5}, considere R = {(a,3),
(b,2),(b,5)}. Neste caso, temos aR3, bR2 ¢ bRS, ¢ ndo esta relacionado a
: nenhum elemento de B e hd elementos de B que nio se relacionam com |

qualquer elemento de A, a saber, 1 ¢ 4.

Definicéo 3.1.2 Seja A um conjunto ndo vazio. Uma relagdo binaria
R : A — A que satisfaz as seguintes propriedades ¢ chamada Relagdo de

i Equivaléncia em A:

e xRx, V x € A (R é reflexiva)
Lo Se xRy entdo yRx (R ¢é simétrica)
e Se xRy e yRz entdo xRz (R ¢ transitiva)

E costume adotar a notagdo ~ para uma relacdo de equivaléncia em um
conjunto A e sera esta notacdo que adotaremos a partir de agora. Sempre que
mencionarmos uma relacdo de equivaléncia em um conjunto A, estaremos

assumindo que A # .
i Exemplos 1. No conjunto R, dos nimeros reais, vamos provar que

| x ~ Y, se, e somente se,x —y € Z,

! € uma relagdo de equivaléncia em R:
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~¢éreflexivaax =y ox—-y=x—-x=0e 2 x~x.
~¢ésimétrica: x~y < x—yeZedaiy—x=—(x—y) € Z, ouseja,
y~x.
~ ¢ transitiva: x~y < x—-ye Zey~z<y—z € Ze, portanto, x —
z=@x-y)+t(y—2z2) e ”Z, ouseja, x~z.

2. A relagdo < ndo ¢ uma relagdo de equivaléncia em R pois !

i ndo ¢é simétrica: 1 <2 mas 2 nao é < 1.

3. Considere X # J ¢ A, B subconjuntos de X. A~B < A
< B ndo ¢ uma relagdo de equivaléncia em P(X) por ndo ser simétrica: A

i B ndo implica B c A.

4.Em R, arelagiox~y & lx—y | <1 ndo é transitiva (1 ~ 2

e2~3mas 3-1=2> 1) e, portanto, ~ ndo ¢ relagdo de equivaléncia em

5. Considere E* o conjunto dos vetores no espago ¢ ~ a
relacdo definida por: U ~ V < U e V possuem a mesma diregdo. Neste caso, ~

é uma relagdo de equivaléncia em E’.

6. Se A ¢ o conjunto de todas as retas de um plano.

Perpendicularismo ndo ¢ uma relagdo de equivaléncia em A, pois uma reta

ndo ¢ perpendicular a si mesma.

7. Em Algebra Linear, uma relagio de equivaléncia que se

faz sempre presente entre Espagos Vetoriais ¢ dada pelos isomorfismos: V ~
W & existe T : V — W isomorfismo (Transformagao linear bijetora), sendo

V, W espagos vetoriais. Assim, um espago vetorial V sobre o corpo R de
. dimensdo n sempre é associado (equivalente) a R".

8. Semelhanga entre matrizes quadradas ¢ uma relagao de
equivaléncia: A ~ B < existe uma matriz invertivel P tal que A = P"'BP,

i onde A, B e P sdo matrizes nxn.

9. No conjunto dos ntmeros racionais Q, definimos a
relacdo ~ da seguinte forma: a/b ~ c/d < ad = bc. Com esta relagdo, temos
2/4 ~1/2; 3/5 ~ 9/15; 1/4 ~ 3/12 etc. Esta relacdo é exatamente a que define

i equivaléncia entre fracdes.

Exercicio Prove que todas as relacdes definidas abaixo sdo Relagdes de

Equivaléncia
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1) Se A ¢ o conjunto de todas as retas de um plano, a relagdo r ~s < r

¢ paralela a s ¢ uma relagdo de equivaléncia em A.

2)  Se conjunto A é um conjunto ndo vazio, arelagdo a ~b < a =b ¢

uma relag@o de equivaléncia em A.

3) Dada uma fung¢do f : A — B, podemos definir uma relacdo de
equivaléncia em A da seguinte forma: x ~ y se fix) = f{y). Na relacdo
definida desta forma para /: R — R dada por f{ix) = x*, temos — 1 ~ 1. Em

geral, que elementos se relacionam, desta forma, com x € R?

4)  Considere f: Z — Z definida por f(n) = resto da divisao de n por 2.
Com a relagdo de equivaléncia definida em (3) temos que 0 ~ p, para todo

namero par p, e 1 ~ i, para todo nimero impar i.

5) Considere A o conjunto de todas as pessoas € ~ a relacdo “ter a

mesma idade”.

6) A ¢ o conjunto das palavras da lingua portuguesa e ~ a relacdo “ser

um anagrama”. Com esta relaco, rato ~ rota ~ ator, mato ~ toma etc.

Se ~ € uma relagdo de equivaléncia em A e x ~ y, dizemos que x equivale a y
(médulo ~). Assim, com a relagdo de equivaléncia ~ do exemplo (4), 102

equivale a 0 (modulo ~) e 27 equivale a 1 (mddulo ~).

3.2 Classes de Equivaléncia

. Definigdo 3.2.1

Dada uma relagao de equivaléncia ~ em um conjunto

i A, para cada x € A consideremos o conjunto

x={aeA la~x}.

. x & chamado Classe de Equivaléncia de x (m6dulo ~).

O item (3) do exercicio acima nos diz que toda fungdo induz um
relagdo de equivaléncia em seu dominio. Considerando a fungdo f: D c R
— R continua e ~ a relagdo de equivaléncia associada a f, as classes de

equivaléncia modulo ~ sdo as curvas de nivel de f. Se f(x,y) =y, as classes d¢

equivaléncia correspondentes sdo retas horizontais.

As classes de equivaléncia (curvas de nivel) correspondentes a
= 2 2 o~ . .
funcdo f{x,y) = x~ + y” sdo circulos de centro na origem.

No item (2) do exercicio acima, a classe de equivaléncia de x
(modulo ~) € o conjunto unitario x= {x}. Ja no item (3), temos x = {-x,x} e,
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no exemplo (4), x= {0,£2,+4,16,...}, se x é par ¢ x= {£1,£3,45,...},se x ¢
impar.

i Exemplo Determine todas as classes de equivaléncia (modulo ~), onde |
L ~={(0,0), (0,1), (0,2), (1,0), (1,2), (2,0), (2,1), (1,1), (2,2), (3,3), (3,4), (4.3), !
_(44)} ¢ a relagao de equivaléncia (mostre isto) no conjunto A = {0,1,2,3,4}. |
Solugdo 0= {0,1,2} ¢ 3= {3,4} sdo as unicas classes de
equivaléncia em A (mddulo ~).
| Teorema 3.2.1 Dada uma relagdo de equivaléncia ~ em um conjunto !

rAe x, y duas classes de equivaléncia (moédulo ~) distintas, entdo XM y=

Prova Suponhamos, por absurdo, que x m; # J. Entdo existe a ~ x
para algum x € xea~ ¥, para algum y € ; . Mas, por transitividade, a ~ x,
Vxe xe, analogamente, a ~y, V x € ; ¢ assim, todos os elementos de x
sdo também elementos de ; e vice-versa, ou seja, x = ; , contrariando a

hipotese de serem classes de equivaléncia distintas.

 Exemplo Em R?, suponha a relagio: (a,b) = (c,d) < (a,b) e (c,d) sdo
pontos de uma mesma reta que passa pela origem (0,0). Por exemplo, (1,2) e
(2,4) sdo pontos da reta de equagdo y = 2x, ou seja, (1,2) = (2,4). Ja (2,2) e
(2,3) estdo sobre a reta vertical x = 2, que nao passa pela origem e, por isso,
ndo temos (2,2) = (2,3). A relagdo =, definida desta maneira, ndo ¢ uma
relagio de equivaléncia em R” pois, supondo ~ uma relagio de equivaléncia,
teriamos (0,0) em todas as classes de equivaléncia, o que contradiz o
teorema acima. No entanto, com a mesma definicdo, = ¢ uma relacdo de
equivaléncia em R? — {(0,0)}.
Exemplo Em Z, considere a relagdo: a ~ b < a — b é multiplo de 3, ou
seja, @ — b = 3n para algum n inteiro. Mostre que ~ é uma relacdo de
_ equivaléncia e determine todas as classes de cquivalénciamédulo~.

Solugdo Paratodoa € Z,a—a =0=3-0. Logoa ~a.

Sea~b,a—b =3-nparaalgum inteiron e, dai, b—a =- (a—>b) =

3-(—n). Logo b ~ a.

Sea~beb~c,temos a— b =3-n, para algum inteiro n ¢ b — ¢ = 3-m, para

algum inteiro m e entdo temosa—c=(a—-b) +(b—c) =3-n +3-m =3-(n +

m), donde concluimos que a ~ c.

Observe que 0= {0, £3, £6, £9, ..}, 1 = {1, +4, +7, .}, 2= {#2, 45,48, ..}

sdo classes de equivaléncia moédulo ~ e, como Z = 0 uiui , 0 teorema acima

garante que estas sdo as Unicas classes de equivaléncia modulo ~ em Z.
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Definicao 3.2.2 A relagdo de equivaléncia em Z, definida por

; a~b < a— b é miultiplo de n,

recebe 0 nome de congruéncia moédulo n e ¢ indicada por = (mod n). Por

exemplo, 22 =1 (mod 7).

|| 3.3 Conjunto Quociente

Considere o conjunto A = {1,3,1,1,3,5,5}. Os elementos de A sdo 1,
3 e 5 e, portanto, escrevemos de uma forma mais simplificada: A = {1,3,5}.
Se temos, em um conjunto ndo vazio X, uma relagao de equivaléncia ~, ndo
ha por que repetir os elementos que “equivalem”. Por exemplo, se X =
{x1,%2,X3,X4} € ~ € a relacdo de equivaléncia em X tal que x; ~ x; € X3 ~ X4, O
conjunto que nos interessa, neste caso, ¢ {x;,x3} ja que x, “equivale” a x; € x4
“equivale” a x;. Alguns cuidados se fazem necessarios: X e {x;,x;} sd@o
conjuntos diferentes e ndo podem ser representados pela mesma letra X e
essa “simplificacdo” de X depende do contexto em que se esta trabalhando,
ou seja, nas situagdes em que essa “‘equivaléncia” entre elementos de X seja
considerada. Essa “simplificagdo” ¢ consequéncia direta da escolha da
relagdo de equivaléncia adotada para determindados fins. Intuitivamente,
utilizamos relagdes de equivaléncia no nosso cotidiano: Numa farmacia, por
exemplo, consideramos “equivalentes” os remédios que, em suas formulas,
possuem o0 mesmo principio ativo e optamos por adquirir o de menor preco.
Se a carne de primeira ¢ muito cara, compramos a de segunda pois esta tem

0 mesmo valor nutritivo.

' Definicdo 3.3.1 Dada uma relagdo de equivaléncia ~ em A, o
conjunto de todas as classes de equivaléncia (mddulo ~) é chamado de

i conjunto quociente de A pela relagdo de equivaléncia ~ e denotamos tal !
: conjunto por A/~. Em simbolos: |
Al~={x|x e A}

Observe que uma relagdo de equivaléncia ~ em A origina um unico
conjunto quociente A/~.

Considere, por exemplo, a relagdo de equivalénciaem Z: a ~ b < a
— b é multiplo de 2. Suas classes de equivaléncia sdo 0 e 1. Mas poderiamos
definir da seguinte forma: a = b < resto da divisdo de a por 2 = resto da
divisdo de b por 2. A maneira de definir a relagdo de equivaléncia foi
diferente, mas a relagdo é a mesma e Z/~ = Z/=.
Se {A; | A € L} é uma familia de subconjuntos de A # O tal que ﬂkEJLAﬂ =A

e AynA, = J para A # |, entdo a relagdo de equivaléncia ~, definida abaixo,
¢ tal que A/~={A, | L € L}

x~y<<3dieltalquexye A,
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Uma familia como a definida acima é chamada de Particdo do
conjunto A. Dada uma partigdo para A, so6 existe uma relacdo de

equivaléncia para o mesmo cujo conjunto quociente seja esta partigao.

Exercicio D¢ exemplo de relagdao de equivaléncia em um conjunto X #
@ tal que

L a) X/~= {X}.

L b) x = {x}.

i ¢) X seja um conjunto infinito e X/~ contenha exatamente 5 elementos.

Solugdo de (c): Como X ¢ infinito, tomemos 4 elementos distintos de

X: X1, X2, X3 € x4. Tomemos agora
A= {0}, A= {0}, As= {x3), Ag= {xa} e As= X — {x1, X2, X3, X4}

{A;]1 e {1,2,3,4,5}} é uma particdo de X e, portanto, define uma (inica)
relacdo de equivaléncia em X e X/~ = {Aj, A, As, Ay, As}.
Outra solugdo Considere X = 7 e ~ a relagdo de equivaléncia: a ~

b& a— b é miltiplo de 5. As classes de equivaléncia (modulo 5) sdo 0 , 1 ,

2, 3 e 4. Quais sdo os elementos da classe de equivaléncia 3 ?

Exemplo Em Z, a congruéncia médulo p (a ~ b <> a — b é miltiplo de

p) nos da Z/~= {0,1,2,3,..., p—1}, que também sera representado por Z,.

Qualquer que seja p € Z, temos que Z, possui exatamente p elementos.

Sugestdo: basta descobrir todas as particdes de A.

Dada uma relagdo de equivaléncia ~ em A, a fungdo mw : A — A/~,
definida por m(x) = x , ¢ chamada de proje¢ao canodnica de A sobre A/~.

Dada uma fungdo f: A — B ¢ a relagdo de equivaléncia induzida,
temos que F : A/~ — B, definida por F()_c) = flx) para algum x € x, é

injetiva.

No caso em que f seja sobrejetiva, teremos F bijetiva.Veja o

diagrama ao lado:

fix) = For(x) = F(n(x)).

Exemplos 1. f: R — R, definida por f{x) = maior inteiro menor ou |
igual a x, conhecida como fun¢do escada. f{x) também se denota por INT(x)
que pode ser pensada como a parte inteira do nimero real x. Por exemplo,
INT(2,74) = 2 e n(2,74) = 2 = [2,3). A relagdo de equivaléncia em R,
iinduzidaporf,éx~yc>3ln e Z | n<x,y<n-+l. Asclassesdei
equivaléncia sdo intervalos do tipo [a,a +1), onde a € Z. Podemos pensar
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| nos niimeros inteiros para representantes de suas respectivas classes. Temos: !

i 2 =[2,3), n=[n,n+1),comn e Z.

A fungdo 7 : R — R/~ é definida como 7(x) =x= INT (x)= [INT(x),

L INT(x) + 1)
Ja a funcdo F : R/~ — R ¢ dada por
| F(x) =flx) = INT(x)

2. Sejam A e B conjuntos ndo vazios, com ~ € = relagdes de equivaléncia em
A e B respectivamente. Uma fungdo f: A — B induz a fungdo fi : A/~ —
B/, dada por fi(x) = f(x). A direita, temos o diagrama, que é comutativo,

' ou seja, fi(Ta(Y)) = (/).

3. Em N, considere a relagio de equivaléncia: a ~b <> 3n e N|10(n— 1) <
i a, b < 10(n — 1) + 10. Por exemplo 1 ~ 7; 12 ~ 19; 103 ~ 108. Defina a !
funcdo f: N — N como sendo f{1) =f(2)=---=f9) =1, A10)=f11)=--- =

L A19)=2; - ; A10n) =A10n + 1) = --- = f10n + 9) =n — 1; ---. Esta fungo !
induz a relagdo de equivaléncia dada e /'(n) = {10(n — 1), 10(n -1) + 1, 10(n

—1)+2,--,10(n—1)+ 9} € uma classe de equivaléncia.

Exercicios 1. Releia o exemplo 2 acima e, a partir da fungdo f: Z — Z,

i dada por f{n) = 2n + 1, construa o respectivo diagrama e descreva como ¢ a !

. fungdo fu : Z/~ — Z/~, sendo Z/~=73 e Z/x=Zs.

2. Partindo de uma relagdo de equivaléncia em um conjunto

A, dé uma funcdo f: A — A que induz esta relacdo de equivaléncia.

|| 4. Avaliando o que foi construido

Nesta unidade, apresentamos o conceito de Relagdo de Equivaléncia
em um conjunto A, verificando que toda relagdo de equivaléncia em A # &
esta associada a uma funcdo f: A — B e vice-versa, ou seja, dada f: A — B,
existe uma relagdo de equivaléncia em A associada a f. Com uma relagdo de
equivaléncia ~ em A, “simplificamos” o conjunto A com o uso do conceito

de conjunto quociente A/~.

No Moodle

ao tema estudado.

Agora va a plataforma MOODLE e procure responder as questdes e resolver os exercicios referentes

™
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Ehilezlo NIl Enumerabilidade

|| 1. situando a Temética

Nesta unidade introduzimos os conceitos de boa ordenagdo, de nimero
cardinal de um conjunto infinito, enumerabilidade ¢ ndo enumerabilidade.
Quando Cantor concebeu a Teoria dos Conjuntos pensou também em
estender o conceito de ntimero de elementos de um conjunto (niimero
cardinal, que ele chamou também de poténcia) para conjuntos infinitos, no
que teve pleno sucesso.

| 2. Problematizando a Tematica

No caso de A e B serem finitos, isso € “mais ou menos” 6bvio que /: A — B
bijecdo acarreta n(A) = n(B). Estendendo o conceito para conjuntos infinitos,
Cantor define que A e B possuem a mesma poténcia se existir uma fungao
bijetiva f: A — B. Assim o conjunto IN dos niimeros naturais tem a mesma
poténcia que um subconjunto seu, o conjunto P dos niimeros pares, haja
visto que a fungdo f: N — P, definida por f{a) = 2a, ¢ uma bije¢do. A
poténcia de um conjunto A é maior do que a poténcia de B quando nao
existe funcdo g : B — A sobrejetiva. O nosso problema/objetivo sera

determinar em que “classe” de poténcia estd um dado conjunto.

3. Conhecendo a Tematica

3.1 Conjuntos parcialmente ordenados

. Definicdo 3.1.1 Dado um conjunto A # J, uma ordem parcial em A

» ¢ uma relacdo binaria < que satisfaz:

Lo x <x, V x €A (propriedade reflexiva)

o Se x <y ey < xentdo x = y (propriedade antissimétrica)

) Sex < yey<zentdo x < z (propriedade transitiva)

i O conjunto A, munido de uma ordem <, ¢ denotado por (A, <) e ¢ dito

parcialmente ordenado.

Exemplos 1. A desigualdade usual nos fornece uma ordem parcial para

1 0 conjunto dos niimeros reais R. Neste caso, dados dois elementos quaisquer

i x e y de R, sempre existe a comparag@o: x < y ou y < x. Observe que esta ndo

¢ uma exigéncia para que tenhamos uma ordem parcial.

2. Dado X um conjunto nao vazio, definimos uma ordem em
P(X), o conjunto das partes de X, por: A < B se A — B, onde A e B séo

i subconjuntos de X.
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B
A C

o X
Como nem B < C nem C B entdo
A<BpoisAcB B e C nio se comparam Como & = B c X temos a
ordem J<B <X

2.1 Em P(N), {1,2,3} < {1,2,3,4,5} mas ndo podemos

comparar (com a definicdo de ordem dada) os conjuntos {1,2,3} e {2,3,4}.

3. Em R?, considere a ordem definida por (x,y) < (u,v) se, e

somente se, x < u e y < v.Com esta ordem, R* é parcialmente ordenado.
Neste caso, temos (1,2) < (1,5), (0,0) < (3,2) mas, com esta ordem, ndo !

5 podemos comparar (1,3) com (2,1).

4. Em R?, considere a ordem definida por (x,y) < (u,v) se, e

i 2 z
' somente se, x < ¢ Ou, N0 caso em que x = u, y < v. R“, com esta ordem, ¢é

parcialmente ordenado. Neste caso, temos (1,2) < (1,5), (0,0) < (3,2) e, com
esta ordem, podemos comparar quaisquer pares ordenados (x,y) € R%.

|| 3.2 Diagramas de Hasse

Dado um conjunto finito parcialmente ordenado (X, <), é possivel
uma representacdo grafica para ele. Tal representacio ¢ chamada de

Diagrama de Hasse. O que indica a ordem a < b € a ligag@o ascendente de a

para b.
Nos diagramas ao lado, os conjuntos parcialmente ordenados
representados possuem um menor elemento, representado, em cada caso,
pelo ponto mais baixo do diagrama. Analogamente, possuem também um
maior elemento, representado, em cada caso, pelo ponto mais alto do
diagrama.
O primeiro diagrama de Hasse a direita representa um conjunto
parcialmente ordenado que ndo possui menor elemento nem maior elemento.
Ja o diagrama seguinte representa um conjunto parcialmente
ordenado que possui um maior elemento, representado pelo ponto mais alto
do diagrama, mas ndo possui um menor elemento.
O conjunto &0
A=1{1,2,3,4,5,6,10, 12, 15, 20, 30, 60} *
de todos os divisores de 60, parcialmente ordenado por divisibilidade, tem o "o “o
diagrama de Hasse ao lado. 154 10g .
A ordem por divisibilidade significa que a < b se a divide . Com
esta ordem temos 1 <x <60, Vx € A. ® * %
¢
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iObserva@éo Quando, em um conjunto parcialmente ordenado A,i

i tivermosae b € Acoma <bea+#b, escrevemos a < b.

Exercicios 1. Construa um diagrama de Hasse para X = {1,2,3, ... ,10},
com a relacdo de ordem definida da seguinte forma: a < b < b € multiplo de

' a. Note que, com esta relagdo, X é parcialmente ordenado.

2. Qual ¢ o diagrama de Hasse para X = {1,2,3, ... ,10}, com

. a ordem usual?

3. Faga o diagrama de Hasse para X = {1,2,3, ... ,10}, com a ordem definida

1 por: a < b < ae b sdo impares com a ordem usual ou 1 <2 <4 <6< <
1 10.

i 4. Faga o diagrama de Hasse para X = {1,2,3, ... ,10}, com a ordem definida

i por: a < b < ae b sdo impares com a ordem usual ou a e b sdo pares com a

ordem usual. Por exemplo, 2 e 5 ndo se comparame 1 < 9.

Exemplo Dado A = {xy,z} e P(A), o conjunto das partes de A,
parcialmente ordenado por: X <Y se X — Y, onde X e Y sdo subconjuntos
de A, o diagrama de Hasse para (P(A), <) é:

Observando o diagrama ao lado, vemos que & ¢ o menor elemento e

A = {x,y,z} é 0 maior.

Os exemplos ao lado mostram que, dado um conjunto parcialmente ordenado
A e x, y dois elementos quaisquer de A, ndo necessariamente teremos uma

comparacdo de ordem envolvendo x e y.

3.3 Conjuntos Totalmente Ordenados

Uma relag@o de ordem parcial < em um conjunto ndo vazio A ¢ chamada de
total se, e somente se, dados a e b quaisquer em A, ocorre a < b ou b < a,
isto ¢, dois elementos quaisquer sempre sdo comparaveis. Um conjunto A
com ordem total ¢ chamado de totalmente ordenado. Todo subconjunto de
R, com a ordem usual <, é totalmente ordenado.

Exemplo Em R’ considere a relagdo definida por (x,y) < (u,v) se, e
somente se, x < u. Esta relagdo ndo define uma ordem em R?* pois (1,2) <

F(1,3) e (1,3) <(1,2) mas (1,2) # (1,3), ou seja a relacdo ndo € antissimétrica.

Note que s6 podemos chamar de Relagdo de Ordem Parcial quando
forem satisfeitas as trés propriedades (reflexiva, antissimétrica e transitiva).

No exemplo 1, a propriedade antissimétrica ndo foi respeitada pela definigao
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dada. Observe também — e isto ¢ muito importante — que, em um conjunto
parcialmente ordenado, dois elementos quaisquer ndo sdo necessariamente
comparaveis. Quando isso ocorre, temos uma relagdo de Ordem Total.

Se tivermos uma relacdo de ordem parcial (ou total) em A e uma
funcdo bijetora f: A — B, entdo temos, em B, uma relacdo de ordem parcial

(ou total), induzida por f, da seguinte forma: b < ¢ (em B) se, e somente se, 1’
“(B)</7(e) (em A).
Definicéo 3.3.1 Seja A um conjunto parcialmente ordenado. Um
subconjunto B — A ¢ dito limitado inferiormente se existir a € A tal que a <
x, V x € B. O elemento a € A ¢ chamado cota inferior de B. Analogamente,

definimos limitagao superior e cota superior de um subconjunto B — A.

Exemplos 1. Com a relagdo de ordem usual de R, o intervalo [2,5) é
limitado tanto inferior quanto superiormente, sendo 2, ou qualquer nimero
menor que 2, uma cota inferior e 5, ou qualquer nimero maior que 5, uma
Leotasuperior.
Este primeiro exemplo nos mostra que um conjunto X, mesmo que
esteja contido em um conjunto totalmente ordenado como R, pode ser
limitado inferiormente (superiormente) sem que possua um menor (maior)
elemento.
2. Se X # I, e A = conjunto das partes de X, com a relagdo
de ordem B < C se, e somente se, B — C, entdo todo subconjunto Y de A ¢
limitado inferiormente, sendo o conjunto vazio uma cota inferior para Y. Y ¢

também limitado superiormente. D& uma cota superior para Y.

| 3. Com a relagdo de ordem usual de N, todo subconjunto X

1 # (J & limitado inferiormente, sendo x, = 1 uma cota inferior para X c IN.

|| 3.4 Conjuntos Bem Ordenados e 0 Axioma da Boa Ordenagéo

Vamos introduzir agora o conceito de conjunto bem ordenado. Para
ndo fazer confusdo com ordem parcial e ordem total, ¢ conveniente e
recomendavel que volte as definigdes anteriores e aos exemplos para fixar
melhor esses conceitos. Construa voc€ mesmo mais exemplos € o

aprendizado sera pleno.

Definicao 3.4.1 Considere X um subconjunto de (A, <). Dizemos
que x, € o menor elemento de X se x, € X e x, < x, V x € X. De modo

i analogo, definimos o maior elemento de X. E claro que nem todo :

i subconjunto de (A, <) tem, necessariamente, um menor (ou maior) elemento. :

110



Nos diagramas de Hasse, ao lado, o menor elemento é, em cada
caso, 0 que esta representado pelo ponto mais baixo de cada diagrama.

Ja o maior elemento se encontra no topo de cada diagrama acima. Os
conjuntos ordenados, representados pelos diagramas de Hasse acima, sdo
limitados. Observe também que nenhum desses diagramas representa um

conjunto totalmente ordenado.

Definicéo 3.4.2 Um conjunto ndo vazio A € dito bem ordenado se, e

somente se, todo subconjunto nao vazio de A possui um menor elemento.

Exemplos 1. O conjunto dos niimeros inteiros Z, com a ordem usual,

ndo ¢ bem ordenado pois ndo possui, ele proprio, um menor elemento.

2. Seja X um conjunto ndo vazio e P(X) o conjunto das
partes de X. P(X) possui um menor elemento, o conjunto vazio, mas, a
menos que X seja unitario (possua apenas um elemento), P(X) ndo é bem

ordenado.

Considere X = {0,1}. Neste caso, P(X) = {,{0},{1},{0,1}}. Se
tomamos A = {{0},{1}} < P(X), percebemos que A ndo possui um menor

elemento, pois {0} e {1} ndo se comparam.

3. O intervalo (a,b) — R, com a ordem usual, ndo possui um
menor elemento, logo ndo ¢ bem ordenado. Cuidado: o exemplo anterior é
um conjunto ordenado que possui um menor elemento mas ndo ¢ bem
ordenado, ou seja, o fato de A ser um conjunto ordenado e possuir um menor
elemento ndo vai significar que A seja bem ordenado. Reveja a Definicao
3.2.1.

4. O intervalo [0,4) — R, com a ordem usual, possui um
menor elemento — o niimero 0 — mas também ndo ¢ bem ordenado pois o

intervalo (1,3] < [0,4) ndo possui um menor elemento.

Axioma, segundo o dicionario Houaiss da Lingua Portuguesa, ¢
“premissa considerada necessariamente evidente e verdadeira, fundamento
de uma demonstracdo, porém ela mesma indemonstravel, originada, segundo
a tradi¢do racionalista, de principios inatos da consciéncia ou, segundo os
empiristas, de generalizacbes da observacdo empirica [O principio
aristotélico da contradi¢do (‘nada pode ser e ndo ser simultanecamente’) foi
considerado desde a Antiguidade um axioma fundamental da filosofia.]”

Axioma da Boa Ordenacdo N, com a ordem usual, ¢ bem ordenado, ou

seja, todo subconjunto ndo vazio de IN possui um menor elemento.

O conjunto dos numeros inteiros Z, com a ordem usual, ndo é bem
ordenado mas qualquer subconjunto limitado inferiormente de Z é. Se a
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funcdo f: N — A ¢ bijetora, ja vimos que a relagdo de ordem usual (neste
caso ¢ uma Boa Ordem) de N induz uma (boa) ordem em A. Observe a
fungdo abaixo:

2—1, se né par
f: N > Ztal que f(n) =

, se n¢é impar

A =—-1, 2)=0, A3)=—2,f4) =1, f5)=-3, ... E facil perceber que f
¢ uma bijecdo e, como N é bem ordenado, Z, com a (boa) ordem induzida de
N pela fungdo f, também ¢é bem ordenado. Perceba, no entanto, que esta
ordenagdo de Z, induzida por f, ndo é a usual. Por exemplo, com esta
ordenacéo, temos
—-1<0<2<1<...

Algo um tanto bizarro para quem esta acostumado com a ordem

usual. Perceba que, com esta ordenagdo, —1 é o “menor” elemento de Z.

Com a ordem usual, Z ndo possui um menor elemento.

i Convite Convidamos o caro leitor para refletir sobre os resultados

| seguintes e apresentar argumentos que justifiquem tais afirmativas:

Lo Considere a e b nimeros naturais. Existe n € N tal que na > b. !
L e Se a e b sdo nimeros naturais com @ < b entdo a + 1 < b. !
Lo Todo subconjunto limitado superiormente de N possui um maior !

i elemento. Isto é verdade para o conjunto R?

|| 3.5 Principio da Indugéo

O principio da indugdo ¢ frequentemente associado ao efeito
domind: se vocé tem uma longa fila de dominés em pé e vocé€ puder
assegurar que (1) o primeiro domind caira; e (2) sempre que um domind cair,

seu proximo vizinho também caird. Entdo vocé pode concluir que fodos os

dominds cairdo. O principio da inducdo ¢ uma decorréncia direta do axioma
da boa ordenacéo.

Teorema 3.5.1 (Principio da Indug@o) Seja X < N com as seguintes
hipéteses:
a)leX
ib)DadoneN,seneXentﬁon+1eX
ese X=N.
Prova Considere Y = N — X e suponhamos que Y # &. Como N ¢

bem ordenado, Y possui um menor elemento b, que ¢ maior do que 1, em
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virtude da hipotese (a). Como b, — 1 ¢ Y entdo b, — 1 € X. Mas, pela
hipotese (b), (b, — 1) + 1 = b, € X, o que € uma contradi¢do e, portanto, Y
ndo pode ser diferente de vazio e, sendo Y = N — X = J, temos X = N,

como queriamos demonstrar.

Prova Considere X={ne N|1+3+5+-+Q2n—1)=n}. E

claro que 1 € X, pois 1 = 12,

Suponhamos que n € X, ou s¢ja,

1+3+5++Q2n-1)=n’.

Entao

143+5+-+@n-D+C2n+1)=n’+Qn+1)=n*+2n+1={n+1)>~

Dai,n+ 1 € X e, pelo principio da indugdo, X = N.

2. Se o ntimero de elementos de A é k entdo o conjunto das !

partes P(A) de A possui 2" elementos. I

Prova Usaremos o Principio da Indugdo: Se £ = 0, temos o
conjunto vazio, cujo Unico subconjunto ¢ ele proprio e assim P(J) = {J}.
Logo o nmero de elementos de P() é 2° = 1.

Se A ¢é um conjunto unitario, n(A) = 1, seus unicos subconjuntos sdo & e A.
Portanto, n(P(A)) =2'=2.

Suponhamos que n(A) = k e n(P(A)) = 2 (hipotese de indugdo).
Acrescentando mais um elemento ao conjunto A, ficamos com n(B) =k + 1,
onde B = Au{b}. Como A c B, todos os subconjuntos de A sdo também
subconjuntos de B e, para completar o conjunto das partes de B, basta
acrescentar a P(A) todos os subconjuntos de B contendo o elemento b, ou
seja, se P(A) = {J, A},A,, ...,A}, entdo
PB) = {9, A,A,, ..,A}U{{b}, Aju{b},Ayu{b}, ...,Au{b}}

e dai, temos
n(P(B)) = 2-(nP(A)) =225 =21,
O resultado que acabamos de provar ¢é o teorema 3.4.2 da Unidade L.

O principio da indugdo pode ser generalizado para conjuntos da
forma X = {a, a + 1, a + 2, a + 3, ...} < Z. Neste caso, ficamos com 0
enunciado: (Principio da Indu¢@o) Seja A = X com as seguintes hipoteses:
a) ae A
b)Dadon € X,sen e Aentdlon+1 € A

Dado n € N, denotaremos de I, o conjunto dos niimeros naturais de 1 até n:
I,={1,2,3,...n}.
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Prova Novamente, o Principio da Indugao:

Para n = 1, € 6bvia a impossibilidade de uma fun¢do bijetiva /: {1} — I, =

{1,2,....m}, comm > 1.

Suponha (hipétese de inducdo) que ndo se pode ter f : {1,2,3,...n} —
{1,2,3,...,m}, com m > n.

Se fosse possivel uma bijecdo f: {1,2,3,..nn+ 1} — {1,2,3,....k}, com k >
n + 1, sem perda de generalidade, podemos supor que f{n + 1) = k. Vamos
entdo definir a funcdo

g: I, > I, dada por g(x) = f(x).

O que fizemos foi somente retirar o elementon+ 1 € In+ 1 e o
elemento k € Ik. Mas, sendo f bijetiva, é claro que g também o é, o que
contraria a hipotese de indugdo, pois, como k >n + 1, temos k — 1 > n. Veja

no diagrama:

Outra coisa que fizemos foi: Se f: A — B € uma bijecdo, entdo

g:A—{a; > B-{fla);
definida por g(x) = f{x), também é uma bije¢ao.

|| 3.6 Conjuntos Enumeraveis

O teorema 3.3.2 nos permite definir o nimero de elementos de um
conjunto finito X como sendo n se, e somente se, existe uma bije¢ao
f:L={1,23,..n} > X.

Neste caso, dizemos que o nimero cardinal de X ¢ n e o citado
teorema nos garante a unicidade do cardinal de X. Generalizamos a ideia de
numero cardinal da seguinte forma: dois conjuntos X e Y possuem 0 mesmo
cardinal se, e somente se, existe uma bijecdo

f: X->Y.

Para entendermos melhor a diferengca entre conjuntos finitos e
infinitos, apresentamos-lhe o Hotel de Hilbert:

O Hotel de Hilbert ¢ um fato matematico sobre conjuntos infinitos
apresentado pelo matematico alemio David Hilbert (1862-1943). E chamado
de paradoxo por ser contraintuitivo, fato bastante comum quando se trata de
conjuntos infinitos.

Suponha um hotel hipotético cuja quantidade de quartos seja infinita
e que todos estejam ocupados, isto é, o hotel ndo tem mais vaga. Suponha
que uma pessoa chega e quer se hospedar no hotel. Se o hotel tivesse apenas

um numero finito de quartos, ¢ claro que essa pessoa teria que procurar em

114



outro local, mas, como o hotel possui um nimero infinito de quartos, ¢
possivel resolver o problema de acomodagdo do novo héspede da seguinte
forma: move-se o hospede do quarto 1 para o quarto 2, o hospede do quarto
2 para o quarto 3 e assim por diante. Desta forma, fica vago o quarto 1 e
podemos acomodar o novo hospede nele. Por um argumento analogo é
possivel alocar um numero infinito enumeravel (Definicdo 3.4.1) de novos
clientes: apenas mova o héspede do quarto 1 para o quarto 2, o hospede do
quarto 2 para o quarto 4 e, em geral, do quarto N para o quarto 2N. Assim

todos os quartos de numero impar estardo livres para os novos hospedes.

Isso d4 um resultado importante e ndo intuitivo: a situacdo "todo
quarto esta ocupado" ndo ¢ equivalente a "nenhum novo hospede pode ser
acomodado" quando existe um nimero infinito de quartos.

Alguns acham este fato bastante contraintuitivo. As propriedades de
conjuntos infinitos sdo bastante diferentes daquelas dos conjuntos finitos.
Em um hotel comum, ou seja, com um numero finito de quartos (maior do
que 1), o nimero de quartos com numeragdo impar € claramente menor que
o numero total de quartos. Entretanto, no Hotel de Hilbert, a quantidade
(cardinalidade) de quartos com numeragdo impar ¢ igual ao nimero total
(cardinal) de quartos. Em termos matematicos, a cardinalidade do
subconjunto contendo apenas os quartos com numeragdo impar é a mesma
do conjunto contendo todos os quartos.
Em outras palavras, para qualquer conjunto infinito enumeravel X, existe
uma bije¢do entre X e o conjunto dos niimeros naturais N, mesmo que o
conjunto contenha (e seja distinto) do conjunto dos nimeros naturais.
Exemplos 1. X=1{0,1,23} e Y = {5,6,7,8} possuem o mesmo cardinal
pois f: X = Y, dada por f{x) = x + 5, é uma bije¢ao. :

2. O conjunto dos niimeros pares P = {2,4,6,...} € o conjunto
dos ntimeros naturais IN possuem o mesmo cardinal pois f: N — P, dada por
| flx) = 2x, ¢ uma bijecdo. Veja o Hotel de Hilbert.

: 3. Z e N possuem o mesmo cardinal pois a fungdo abaixo ¢é
' uma bijecdo: .

n_ 1, se né par
f: N — Ztal que f(n) = .

n+l1 L,
- se né impar

Os exemplos 2 e 3 nos mostram que um conjunto A pode ter o
mesmo cardinal que um subconjunto proprio B — A. Isto, no entanto, so €
permitido para conjuntos infinitos. Se A # & ¢ finito ¢ B ¢ um subconjunto
proprio de A, necessariamente n(A) > n(B), conforme o teorema 3.5.2.
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Definicéo 3.6.1 Conjuntos finitos ou com a mesma cardinalidade de

i N sdo chamados enumeraveis.

Teorema 3.6.1 Todo conjunto infinito possui um subconjunto

Jnfinitoenumerdvel.
Prova Considere a; um elemento qualquer de X. O conjunto X —
{a,} ¢é infinito e dai podemos escolher um elemento a, # @;. Suponhamos
que ja temos ai, a, as,..., an, com a; # aj, V 1 # j. Como X ¢ infinito, o
conjunto X — {a1, as, as,..., a,} # J e podemos escolher a, +; satisfazendo a
condi¢do desejada: ser diferente de todos os termos anteriores da sequéncia
assim construida. Provamos assim, por indugdo, que X possui um
subconjunto infinito enumeravel.

Coroléario Se X ¢ infinito, existe uma bijecdo f: X — Y, onde Y ¢ um

 subconjunto propriode X.
Prova Sendo X infinito, o teorema anterior nos garante a existéncia
de uma sequéncia (a,) de X tal que a, # an, V n# m.

Y = X — {a;} € um subconjunto préprio de X e a funcdo f: X — Y, definida
por

_|a,,.sex=a,
fx) = ,
X, sex#a,
¢ uma bijecao.

. Teorema 3.6.2 Se X é enumeravel € Y é subconjunto de X entdo Y !

| € enumeravel.

Prova Se X for finito, ndo ha o que provar pois Y também sera
finito. Suponhamos, portanto, que existe uma bijecdo f: N — X. Se Y for

finito, ndo ha o que provar. Caso contrario, /'(Y) é um subconjunto infinito
de N. Sendo N bem ordenado, podemos definir a fun¢do g : N — f'(Y) da

seguinte forma:

g(1) = menor elemento de /'(Y)
g(2) = menor elemento de f'(Y) — {g(1)}

g(n) = menor elemento def’l(Y) —{g(1),g(2), ....g(n—1)}

A func¢do g, assim definida (por indugdo) é uma bije¢do e, portanto,
£7'(Y) é enumeravel e a fungio

h:f'(Y)>Y
x - h(x) = fix)
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€ uma bijecao, o que nos leva a conclusdo de que Y € enumeravel.

Observe que a fungdo h é uma restrigdo de f'a um novo dominio, f '(Y), e

novo contradominio, neste caso, Y.

Corolariol Se X é enumeravel ¢ f : Y — X € injetiva, entdo Y ¢é

emumerdvel
Prova Como X ¢ enumeravel e {Y) € subconjunto de X, entdo YY)
¢ enumeravel. Restringindo o contradominio de f'a YY), temos que a fungdo
g:Y->f ()
x = g(x) = fix)

¢ uma bijecado e, dai, Y € enumeravel.

Corolario2  Se X ¢ enumeravel ¢ /' : X — Y ¢ sobrejetiva, entdo Y ¢

enumeravel.

Prova Considere a relagdo de equivaléncia em X, induzida pela
fungdo £ a ~ b < fla) = f(b). E claro que o conjunto quociente X/~ é
enumeravel, pois cada classe de equivaléncia pode ser representada por um
elemento de X, ou seja, X/~ pode ser “pensado” como subconjunto de X
embora, ¢ bom salientar, ndo o seja.

Como a fun¢do h : X/~ — Y, dada por h()_c) = fix) é claramente injetiva pois
;7&; = fix) # fly), onde x e y sdo representantes quaisquer de x e ;,
respectivamente. Sendo f'sobrejetiva, h também o € e, assim, h € bijetivae Y

€ enumeravel.

A ideia utilizada acima ¢ a seguinte: quando temos f: X — Y injetiva é
como se X tivesse “menos” elementos do que Y, ou seja, o cardinal de X ¢
menor ou igual ao cardinal de Y e, sendo Y enumeravel, X também é. De
forma inversa, se f: X — Y ¢é sobrejetiva, ¢ como se X tivesse “mais”
elementos do que Y e, com o mesmo raciocinio, se X € enumeravel, Y

também é.

Exercicio Mostre que, se f: X — Y é sobrejetiva, entdo existe f: Y —
X injetiva. Com este resultado, a prova do Corolario 2 fica mais direta.

Exemplo E impossivel uma fungdo f: N — (0,1) = R sobrejetiva e,

portanto, o intervalo (0,1) é ndo enumeravel.

Prova Suponhamos, por absurdo, que (0,1) = {x;,X2,X3,.cc.Xnpeee }»
onde x, = f(n) e consideremos cada x, na sua forma decimal:
X1 = 0,(111(112...(11n...

Xy = 0,61216122...612n...

x = 0,ana12...ak...
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Por exemplo: se x, = 0,175, teriamos a>; = 1, ax =7, a3 = 5, arg = aps = az6 =
=gy =0,V 1i>3.

Como f ¢ suposta sobrejetiva, todos os numeros reais do intervalo (0,1) estdo
listados acima. Considere o numero real y = 0,b,b,bs...b,... definido da

seguinte forma:

b, =1sea;; # 1. Caso contrario b, = 2.

b, =1 se a» # 1. Caso contrario b, = 2.
b, =1 se a,, # 1. Caso contrario b, = 2.

E facil perceber que y # x, pois b; # a;;. Analogamente, y # X5, y # X3 ,..., y #
X5, ¥V n € N. Conclusdo: f ndo é sobrejetiva pois y € (0,1) e ndo estd na

imagem de f.

O método utilizado acima foi proposto por Cantor e € conhecido
como Método da Diagonal de Cantor. Com isto, ele descobriu um nimero
cardinal diferente do de IN, ja que (0,1) é ndo enumeravel. Este novo niimero
cardinal foi chamado de c¢ (de continuum). O numero cardinal de N ¢
também referido com &, (1é-se Aleph zero, ph com som de f). J4 R tem
cardinal N e assim por diante. Em um curso mais avancado, prova-se que,
se X possui cardinal ¥, o conjunto das partes de X possui cardinal ¥, . .
Assim, o conjunto das partes de IN possui cardinal ¢ = ;.

O fato de o intervalo (0,1) ndo ser enumeravel implica que o
intervalo fechado [0,1] também ndo ¢ enumeravel pois [0,1] contém o
intervalo (0,1). Da mesma forma concluimos que o conjunto dos niimeros
reais R, uma vez que contém o intervalo [0,1], ndo é enumeravel.

A fungdo
£:(00,1) > (—n/2,m/2), dada por fix) =—n/2 + nx
¢ uma bijecao do intervalo (0,1) sobre o intervalo (-7/2,m/2) e a fungéo

g: (-m/2,m/2) > R, dada por g(x) = tan(x)
¢ também uma bije¢do. Dai, a fun¢do composta gof : (0,1) > R ¢é uma

bijecdo e R possui 0 mesmo cardinal do intervalo (0,1).
Um intervalo de extremidades a e b ¢ dito degenerado se a = b.

Em geral, qualquer intervalo (a,b), com a < b (intervalo nao
degenerado), tem a mesma cardinalidade de R. Em particular, como (0,1) e
[0,1] possuem a mesma cardinalidade, existe uma bijegdo f: [0,1] — (0,1).

Vamos exibir uma:
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Considere A = {0,1,1/2,1/3,...,1/n,...} < [0,1]. Definimos f{x) como
sendo:

f0)=1/2; [1)=1/3; [1/2) = 1/4; ... ; f1/n) = 1/(n+2); ...
e, sex ¢ A, colocamos f{x) = x.

Definida desta forma, a fungdo f{x) ¢ claramente uma bijecao.

Prova Considere a fungdo f: N — N definida por f(n) = soma dos
algarismos da representacdo decimal de . (Esta fungao ja foi vista, lembra?)
Para cada n € N, o conjunto X, = '(n) é infinito enumeravel, ou

seja, existe uma bijecdo

Qn: Xy —> N

Vamos definir uma fungdo F : N — INxN da seguinte forma:
F(x) = (n, @u(x)) para x € X,.

Como N =, XinXj =, Vi #] e cada ¢, ¢ bijetora, entdo F ¢ bijetora e
NxIN é enumeravel.

Graficamente, temos o produto cartesiano:

Na figura ao lado est4 indicado como seria cada correspondéncia de X, = f
“!(n) com Nx{n}. Uma decorréncia direta do fato de NxN ser enumeravel X, =1
€ que, se X ¢ Y sdo enumeraveis, entdo o produto cartesiano XXY ¢é

enumeravel (tente provar isto). Temos também que A" = AXAX...XA ¢é X, — 3
enumeravel se A for enumeravel. Em particular, 7" é enumeravel. ))22 —> 2

Como N =, comX,=/f"(n)e XinXj=@, V i#]j, temos como corolario

deste fato que se A =, com B, enumeravel para todo n, ou seja, A é a unido
enumeravel de conjuntos enumeraveis, entdo A ¢ também enumeravel. Mas,
cuidado! A unido qualquer de conjuntos enumeraveis pode ndo ser
enumeravel. Por exemplo, podemos escrever o intervalo (0,1), que ja

provamos ndo ser enumeravel, da seguinte forma:

o= .

x€(0,1)

Como, para todo x € (0,1), o conjunto {x} ¢ finito, temos o intervalo (0,1)

escrito como unido (ndo enumeravel) de conjuntos enumeraveis.
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Exemplo O conjunto Q" dos nimeros racionais positivos &

enumeravel.

Prova A fungdo F : NxN — QF, definida por F(m,n) = m/n é
claramente sobrejetiva — mas ndo ¢ injetiva, pois F(2,4) = F(3,6) — e, pelo
Corolério 2 do Teorema 3.4.2, Q" é enumeravel. E claro que Q, o conjunto
dos numeros racionais negativos, também ¢é enumeravel. Como Q =
Q"U{0}uQ", temos que o conjunto dos niimeros racionais Q é enumeraval.

Prova R = QuUI. Caso I fosse enumeravel, R também seria, o que,

sabemos, nao ¢é verdade.

Um numero real a é chamado algébrico se existe um polindmio com
coeficientes inteiros p(x) = ao + aix + ... + ax" tal que p(a) = 0, ou seja, a é
um zero de p(x). Todo numero racional m/n € algébrico, pois € um zero de
p(x) = m — nx. Numeros irracionais da forma , com p primo ¢ n > 1, sdo
algébricos, uma vez que € zero de p(x) = x" — p. Os numeros reais nio
algébricos sdo chamados de transcendentes. Os nimeros =, e (= 2,718) sdo

transcendentes.

Exemplo O conjunto dos numeros algébricos ¢ enumeravel.

r

Consequentemente, o conjunto dos numeros transcendentes ¢é nao

enumeravel.

Prova Para cada n € IN, existe uma “quantidade” enumeravel de
polindmios de grau n com coeficientes inteiros. A fun¢do
f:Z"" > P,
(@0,a1,az,...,an) > p(x) = ap + aix + ... + ax"

¢ uma bijecdo. Portanto P, (= conjunto dos polindmios de grau menor ou
igual a n) é enumeravel, uma vez que Z" ' é enumerével.

Cada polinémio de grau n possui, no maximo, n zeros e, assim, o conjunto
dos numeros algébricos, sendo a unido enumeravel de conjuntos finitos, &

enumeravel.
Claro que, sendo o conjunto s dos numeros algébricos enumeravel, o

conjunto Jdos niimeros transcendentes é ndo enumeravel pois R = FAUT.

Observacdo Se A e B sdo enumeraveis, AUB ¢ enumeravel.
Equivalentemente, sempre que tivermos A enumerdvel ¢ AUB ndo

enumeravel, teremos B ndo enumeravel.

Teorema 3.4.3 Seja X um conjunto qualquer e P(X) o conjunto das
partes de X. A cardinalidade de X ¢ diferente da cardinalidade de P(X).
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Prova Se X ¢ finito, ndo ha o que provar pois se n(X) = k, temos
n(P(X)) = 2* > k. Consideremos entio que X é infinito e suponhamos, por

absurdo, que exista uma bije¢ao
[ X - PX)

Para cada x € X, temos que f{x) ¢ um subconjunto de X. Ha duas
alternativas: (1) x € fix) e (2) x ¢ fix). Considere agora o conjunto A = {x €
X |xe fix)} < X. Como f ¢ sobrejetiva e A é um elemento de P(X), existe
xo € X tal que flxo) = A. Agora, tente responder a questdo “xy, € A?”. Como
esta questdo ndo pode ser respondida satisfatoriamente, temos que no existe
xo € X tal que flxg) = A, isto &, f ndo pode ser sobrejetiva, o que conclui a
nossa demonstracao.

Podemos “ordenar” os numeros cardinais da seguinte forma: Se
existe uma func¢do injetiva f : X — Y mas ¢ impossivel uma funcao
sobrejetiva g : X — Y, dizemos que o cardinal de X é menor do que o
cardinal de Y.

Como a fung¢io
f:X->PX)
x> {x}

¢ claramente injetiva, acabamos de provar que o cardinal de X é menor do
que o cardinal de P(X). Temos também que o cardinal de R ¢ maior do que o
cardinal de IN e que o cardinal de qualquer conjunto infinito é maior ou igual
do que o cardinal de N. Podemos definir uma relagdo de equivaléncia entre
todos os conjuntos por meio de suas cardinalidades. A ~ B < cardinal de A
= cardinal de B. Portanto, sempre que estamos tratando com um conjunto
infinito enumeravel, pensamos sempre no conjunto N e, para provar
qualquer resultado sobre enumerabilidade para X infinito enumeravel, basta
provar que esse resultado ¢ verdadeiro para N. Por exemplo, se X e Y sdo
infinitos enumeraveis e queremos provar que o produto cartesiano XXY ¢é
enumeravel, basta provar que N = NxN é enumeravel.

Agora vamos tentar hospedar uma quantidade infinita enumeravel no
Hotel de Hilbert, como sempre, ja totalmente ocupado. Suponha que um
numero infinito enumeravel de 6nibus O;, O, ... , O,, ... cada um contendo
um numero infinito enumeravel de passageiros chegou ao hotel de Hilbert,
aquele com um numero infinito enumeravel de quartos. Para fazer este
milagre, lembre que o conjunto dos nimeros naturais N pode ser escrito
como a unido infinita enumeravel de subconjuntos infinitos enumeraveis de
N, ou seja, N = X;UX,0...UX,... Agora basta pegar todos os hospedes que
ja estavam no hotel e coloca-los nos quartos que tenham numeragédo de X, e,
em seguida, acomodar todos os passageiros do 6nibus O; em X,, os de O,
em X3 e assim por diante.

Isso da um resultado importante ¢ ndo intuitivo; a situagdo "o hotel
esta totalmente ocupado" e "nenhum novo héspede pode ser acomodado”
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ndo sdo equivalentes quando existe um numero infinito de quartos. Isso
ocorre porque a unido enumeravel de conjuntos enumeraveis é
enumeravel. Veja a prova de que N* = NxN ¢é enumeravel.

Para sua reflexdo

As vezes gostariamos que todos os resultados, exemplos e exercicios fossem dados e explicados

exaustivamente em seus minimos detalhes. A Matematica, como a Arte, fica banal e sem graga quando

excessivamente explicada. Ha que se deixar algo, por pequeno que seja, para que seja raciocinado e

investigado por quem estad com a pretensdo de aprender. Sdo essas pequenas (ou grandes) descobertas

pessoais que trardo a satisfagdo, o prazer de aprender e o querer aprender mais € mais.

|| 4. Avaliando o que foi construido

Nesta unidade, apresentamos o conceito de conjunto ordenado
(parcial e totalmente) e estendemos a nog¢ao de niimero de elementos de um
conjunto finito para conjuntos infinitos. Definimos enumerabilidade de um
conjunto e vimos que o produto cartesiano de conjuntos enumeraveis ¢
enumeravel e a unido enumeravel de conjuntos enumeraveis é também
enumeravel. Constatamos que o conjunto dos numeros reais € ndo

enumeravel, assim como qualquer intervalo ndo degenerado.

No Moodle

Agora va a plataforma MOODLE e procure responder as questdes e resolver os exercicios referentes ao tema
estudado.
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URIEECE NV Introducdo & Teoria dos NGmeros

|| 1. situando a Temética

A Teoria dos Numeros ¢ dedicada ao estudo das propriedades dos
numeros inteiros. Apresentaremos, nesta unidade, algumas defini¢des e
resultados que serdo necessarios em cursos subsequentes, principalmente de
Algebra Abstrata. O conceito de nimero primo é, certamente, o mais
importante na teoria dos niumeros. Um dos resultados que se referem aos
numeros primos ¢ o Teorema Fundamental da Aritmética, que afirma que
qualquer numero natural diferente de 1 pode ser escrito de forma unica
(desconsiderando a ordem) como um produto de niimeros primos: este
processo se chama decomposi¢do em fatores primos ou fatoragao.

Os gregos foram os primeiros a perceber que qualquer numero
natural, exceto o 1, pode ser gerado pela multiplicagdo de niimeros primos,
os chamados “atomos da aritmética". Eratostenes foi a primeira pessoa que
produziu tabelas de ntimeros primos, no terceiro século a.C. Para isso,
escrevia inicialmente uma lista com todos os numeros naturais de 1 a 1.000.
Em seguida, escolhia o primeiro primo, 2, e eliminava da lista todos os seus
multiplos. Passava ao numero seguinte que nao fora eliminado, o 3, e
procedia também eliminando todos os seus multiplos. Desta forma
Erastotenes produziu tabelas de primos. Este procedimento de eliminagdo
passou a se chamar de crivo de Eratdstenes.

|| 2. Problematizando a Tematica

Sdo diversos os problemas que podem ser resolvidos com a utilizagdo da
teoria aqui apresentada. Alguns exemplos:

. Um terreno retangular com dimensdes de 7.200 metros por 2.700
metros vai ser dividido em lotes iguais e quadrados. Quais devem ser as

dimensdes desses lotes para que a area de cada lote seja a maior possivel?

o Como determinar todos os nimeros inteiros cujo primeiro digito é 6
e que diminui 25 vezes quando este ¢ descartado? Por exemplo, se
descartarmos o 6 de 62 ficaremos somente com o namero 2, que ¢ 31 vezes
menor do que 62.

. Um problema atual, dificil e ainda ndo respondido satisfatoriamente
¢ como decidir se um nimero ¢ primo ou nao. Sabemos, por exemplo, que o
conjunto dos primos ¢ infinito mas s6 conhecemos uma quantidade finita

deles.
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3. Conhecendo a Tematica

3.1 Algoritmo da diviséo

Dados dois nimeros inteiros a ¢ b, nem sempre a divisdo de um
desses niumeros pelo outro tem uma resposta exata. Por exemplo, 10 dividido
por 2 da exatamente 5 mas 11 dividido por 2 d4 5 mas a “conta” ndo ¢ exata,
pois 2x5 = 10. O que falta para 11 é o que chamamos de resto. Assim, 11
dividido por 2 fornece o resultado (quociente) ¢ = 5 e um resto r = 1.
Lembramos que 0 nosso conjunto universo aqui ¢ o dos nameros inteiros Z.
Formalmente, temos o teorema a seguir, conhecido como Algoritmo da

Divisdo:

 Teorema 3.1.1 Dados a e b nimeros inteiros com b > 0, existem !

| Unicos ¢ e r inteiros tais que

a=gb+r,onde 0<r<b.

Prova (Existéncia) Se a = 0, basta tomar g = = 0. Se 0 < a < b,
basta tomarg=0er =a. Sea = b, g=1 e r=10. Suponhamos entdo a > b, o
que acarreta a > a — b > 0 e consideremos o conjunto A = {n € N| nb < ay.
Temos que 1 € A e, portanto, A # &. A € limitado superiormente pois, se n
>a, entdo n ¢ A. Assim, existe ¢ € A que € o maior elemento de A, ou seja,

gb<Lae(@tl)yb>a=b>r=a—qb>20=a=qgb+r,

onde 0 <r<b.

(Unicidade) Suponhamos que, dados a, b € Z com b > 0,

existam qi, ¢», 71, ¥ € Z, tais que

a=qib+r,com0<r <bh D
a=gqb+r,com0<rn<b ()

De (I) e (II), concluimos que 0 =(q; —¢q2)b + (r1—ry). Mas 0<r;<be —b<
-1 <0=>-b<r —r <b»b. Dai, |r1 - r2| < b. Como vale também a
igualdade 0 = (¢2 — q1)b + (r, — 1), podemos escrever

| 6]2—Q1|'b: | 7’2—7'1| <b,
o que acarreta | g»—¢;| =0, isto &, > = 1.
Para chegar a conclusdo acima, usamos o fato de que o produto de um

namero inteiro ndo negativo (| g, — ¢;|) multiplicado por um numero inteiro

positivo (b) s6 € menor que este tltimo se for zero.



° a=13,b=15.Nestecasoa<beqg=0,r=13.
° a=-17,b=10. Neste caso a <0 e g =— 2, r = 3. Note que, se
tivéssemos a = 17 e b =10, teriamos g =1er=717.

Podemos apresentar o Algoritmo da Divisdo na forma mais geral a seguir:

Teorema 3.1.2 Sejam a, b € Z com b #0. Entdo existem tnicos g €
r € 7 tais que |

§a=qb+r,onde0£|r|<b,

Exemplo Defermine a divisdode S0por=7.
Solugado Como 50 =7x7+1=-7x(-7)+ 1,ouseja,g=—-Ter=1.
Definicédo 3.1.1 Sejam a, b € Z. Dizemos que a divide b ou b ¢

| mltiplo de a se existir ¢ € Z tal que a = bc. Neste caso, escrevemos a|b (1é-
. se: a divide b). Caso contrario, dizemos que a ndo divide b e escrevemos, em '
\ simbolos, ath. Dizemos que um nimero a € Z é par se 2laeé impar se |

i Exemplo 2 divide qualquer nimero par; 1 divide qualquer numero :
! inteiro; 5 ’ 570; 37328; 101507.

. Teorema 3.1.3 Sejam a, b, c € Z = Z — {0}. Entio valem as
seguintes afirmativas:
i1|a,ia|a

2 bl1 < b=+l
13 blaea>0=b<a.
4 bla < belac.
' 5 blaealc=ble.

6 blaealb= a==b.

7 blaeble=bl(ax +cy), Vx,yeZ.

Prova Provaremos apenas o item 7, ficando os outros itens como

exercicio:

b|a:>E|deZtalquea=bd:>xa=xbd,Ver. )
ble=3d, € Ztal que ¢ = bd, = yc = ybd,, ¥V y € Z. (II)

De (I) e (I), concluimos que xa + yc = xbd + ybd, = b(xd + yd,) e, como xd
+ydy € Z, bl (ax + ).

| Exemplo item 7: 319 ¢ 3115 = 3] 126, pois 126 = 4x9 + 6x15.
' Item 5: 4|12 ¢ 12]36 = 4/36.
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Quando escrevemos o numero quatrocentos € trinta € um na forma
431, dizemos que este nimero esta sob a forma decimal, ou seja, na base
dez, o que significa que 431 = 4x10> + 3x10' + 1x10°. Como seria este
mesmo numero escrito numa outra base? Em primeiro lugar, observe que, na
base dez, temos dez algarismos (0,1,2,3,...,9) para expressar todos os
numeros. Se resolvermos expressar os nimeros numa base n, devemos ter,
de forma andloga, n algarismos para escrever qualquer nimero. Com n = 2,
por exemplo, utilizam-se apenas os algarismos 0 e 1. O teorema seguinte
assegura que se expresse qualquer numero em uma determinada base e nos

diz como ¢ a expressdo. Compare-a com a forma decimal.

Teorema 3.1.4 Seja b € N, com b > 1. Entdo para todo a € N,

| existem unicos n, r; € N, tais que:
E _ n n—1 1 0
! a—r,,b +r,,_1b +...+}"1b +I’0b,

onder; € {012, by
Para escrever um numero qualquer na base trés, s6 podemos usar os
algarismos 0, 1 e 2. Qual ¢ o significado de 211 nesta base? Como fazer para
expressar o numero dez na base trés? Usaremos a notagao [ri 7 17x_2..- Fol»
para expressar 0 numero
ro+tr b+ I’zbz +..t I”kbk

Portanto [211]; = 2x3* + 1x3 + 1 = 22 (na base dez). J& o niimero dez é
escrito, na base trés, como [101]; (confira). Qual é o niimero representado
por [1110],? E [1112]3? E [14]5?

Quando a base ¢ maior do que 10, usamos letras do alfabeto para

completar o nimero de algarismos. Veja os exemplos:

Base |Algarismos Observacao
11 10,1,2,3.4,...9.a O "numero" a corresponde ao nimero
dez

16 0,1,2,3,4,....9,a,b,c.def O "numero" a corresponde ao nimero
dez e f ¢ quinze. A base, neste caso, ¢

chamada hexadecimal.

Temos [10];6 = 1x16 + 0 = 16 (base dez) e [12a];; = 1x11* + 2x11 + a = 121
+22 + 10 =153 (base dez).

Os numeros 7y, 7y, 72, ... 'y quUe expressam o namero a = rg + r; b + b

+...+ rb* na base b sdo os restos de divisdes por b:

a=qb+r, 0<r,<b
qo = qib + 1 0<r<b
q1=qb +r, 0<rm<b
Gn-2 Zan+rn 0_<rn<b
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87=43x2+1 =>r,=1
43=21x2+1 =r =1
21=10x2+1 =>mn=1
10=5x2+0 =r;=0
5=2x2+1 =n=1
2=1x2+0 =rs=0
1=0x2+1 =>rs=1

Portanto, 87 =[1010111],.

|| 3.2 Maximo Divisor Comum

Dados a e b € N, o conjunto dos divisores comuns DC,, = {x € N
tais que xlae x|b} ¢ sempre ndo vazio, pois o nimero 1 ¢ divisor de a e b.
Como DC,; ¢ limitado superiormente, existe x, € DC,, tal que x, =2 x, V x €
DC,,. Este valor x, ¢ chamado de Maximo Divisor Comum de a e b. Por
exemplo: os divisores comuns de 16 e 20 sao 1,2 e 4. Dentre eles, 4 € o
maior. Entdo chamamos o 4 de maximo divisor comum de 16 e 20 e
indicamos MDC(16,20) = 4.

+ Definigao 3.2.1 O maior divisor comum de dois ou mais niimeros

! naturais € chamado de maximo divisor comum desses niimeros. Usamos a

i abreviagdo MDC(a,b,c, ...) para indicar o maximo divisor comum de a,b,c,... !
Poderiamos definir o MDC de dois nimeros naturais a € b como

sendo o nimero d satisfazendo:

1. dlaed|b.
2. Seclaeclb, entdo cld.

A condigdo (1) nos garante que d ¢ divisor comum de a ¢ b ¢ a
condigdo (2) nos diz que d é o maior divisor comum destes niimeros. E claro
que MDC(a,b) existe e € Unico, quaisquer que sejam a ¢ b inteiros nio

cambosnulos.
| Exemplos ~ MDC(6,12) = 6; MDC(12,20) = 4; MDC(20,24) = 4; !
| MDC(12,20,24) = 4; MDC(6,9,15) = 3 '

| Teorema 3.2.1 (Identidade de Bezout) Seja d = MDC(a,b). Entiio existem x |
| €y inteiros tais que d = xa + yb. |
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Prova Seja X = {ra + sb |ra + sb >0} = N. X = &, pois |al =
1lal + 0b € X. Pelo axioma da boa ordenacdo, X possui um menor
elemento d > 0. Este nimero d, como estd em X, ¢ da forma d = xa + yb.
Vamos mostrar que d ¢ o maximo divisor comum de a e b. Pelo algoritmo da
divisdo,

a=gqd+r,onde 0<r<d.

Entdor =a—qd = a— g(xa + yb) = a(1 — gx) + b(—yq), o que acarreta r = 0,
pois 7 > 0 implicaria » € X, o que ndo pode porque d é o menor elemento de
X. Logo, a = ¢qd, ou seja, dla. Analogamente dlb.Seclae c’b, entdo c|d,

pelo item 7 do teorema 3.1.3.

. Exemplo MDC(20,24) = 4 = (~1)x20 + 1x24; MDC(12,20) = 4 = 2x12 |
L+ (~1)x20. |

Dois nimeros ndo nulos a ¢ b sdo primos entre si quando o Unico
divisor comum positivo de a e b ¢ o numero 1. E claro que, se a e b sdo
primos entre si, entdo existem x e y inteiros tais que 1 = xa + yb. De modo

um pouco mais formal, temos:

: Definicéo 3.2.2 Dizemos que os nimeros inteiros ndo nulos a e b sdo :

| relativamente primos ou primos entre si quando MDC(a,b) = 1.

. Exemplo 8 e 15 sdo primos entre si. Se a € N, @ e @ + 1 sdo primos

| entre si.

Definicéo 3.3.1 Um ntmero natural @ > 1 ¢ um nimero primo

i quando ele tem exatamente dois divisores positivos: o numero 1 e ele :

i mesmo. Em outras palavras, ¢ um niimero maior que um que nao ¢é divisivel !

i por nenhum outro nimero maior que 1 e menor que ele mesmo. Um niimero :

! inteiro que ndo seja primo é chamado de composto.

Exemplo 2, 3,5,7, 11, 13 sdo os primeiros numeros primos. Com

exce¢do do nimero 2, todos os outros numeros primos sdo impares.

Sea e Ze lal > 1, dizemos que @ é primo se, e somente se, os Gnicos

divisores positivos de a sdo 1 e a. Logo, se a <0, a é primo se, ¢ somente se,

la| =— a & primo.
Teorema 3.3.1 Seja a € Z tal que |al| > 1. Existe um niimero primo
pquedividea.
Prova Se a for primo, basta fazer p = a. Se a ndo € primo, seja b, €

Z tal que 0 < by < lal e byla. Se by for primo, basta fazer p = by, caso

contrario, considere b, um divisor de b;, com 0 < b, < by 0 que acarreta que
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b, também divide a. Temos assim uma sequéncia (b,) decrescente de
nimeros inteiros positivos que €, portanto, finita e acaba quando

encontramos by primo e que divide a.

Teorema 3.3.2 Seja a um nimero natural composto maior do que 1.
Entdo a possui um divisor primo < Ja .

Prova Como a é composto, existe um nimero primo p < a tal que a
= pb. Considere o conjunto X = {p primo tais que a = pb para algum b €
N} # . Pelo axioma da boa ordenacdo, existe p, tal que p, € o menor
elemento de X. E claro que po < b = po: po < porb = a = p, < Ja.
Reescrevendo o enunciado do teorema 3.3.2 teriamos: Se nenhum numero
natural < \/a é divisor de a, entio  é um nimero primo.

Exemplo 101 ¢ primo pois /101 = 10 e os numeros primos 2, 3, 5 e 7

ndo dividem 101.

Prova Suponhamos que X = {p € Z | p € primo} seja finito. Neste
caso, podemos escrever

X =A{p1,p2s--Pu}, cOom p; < pr <... < p,. O nimero a = 1 + p;-p,-+-p, > p, ndo &
primo e, pelo teorema 3.3.2, existe um nimero primo p; que divide a. Como
p; divide pypy--p, = a — 1 entdo p; divide a + (a — 1) =— 1, o que é absurdo
pois — 1 ndo possui divisores primos. Concluimos entdo que X nao pode ser

finito.

Teorema 3.3.4 Sejam a, be Z — {0}. Se p € primo e p divide ab,

entdo p divide a ou p divide b.

Prova Se p ndo divide a, entdio MDC(p,a) = 1 pois se d =
MDC(p,a) entdo d divide p e d divide a. Sendo p primo, d = p ou d = 1.
Como d = p ndo pode, temos d = 1, ou seja, existem x e y inteiros tais que ax

Corolério Se p e pi,ps .. , Pn, $30 nimeros primos e p divide pips...pn,

entdo p = p; para algum i.

O resultado a seguir é conhecido como Teorema Fundamental da
Aritmética. Ele nos assegura que todo nimero inteiro pode ser decomposto
em um produto de numeros primos e essa decomposicao € Uinica, a menos da
ordem em que aparecem os fatores. Como exemplos, apresentamos 6 = 3x2
=2x3, 12 = 3x2x2 = 2x2x3, — 20 = — 5x2x2 = 2x2x(- 5). Note que os fatores

primos sdo 0s mesmos € trocamos apenas a ordem.

129



Teorema 3.3.5 Todo numero a € Z — {—1, 0, 1} pode ser escrito, de
' modo unico, a menos da ordem dos fatores, na forma

a = upips...pn,
ondeu=1,sea>0cu=-1,sea<0epip,...p, S0 primos.

Prova Basta provar para a > 1 pois, se a < — 1, entdo — a > 1.

Considere o conjunto abaixo:
X={xeN |x>lex#pps.p}

Supondo X ndo vazio, X possui, pelo axioma da boa ordenagdo, um menor
elemento b. Mas, pelo teorema 3.2.2, existe um nimero primo p que divide
b, ou seja, b = ¢p. Como ¢ < b, temos que existe uma decomposicdo em
fatores primos para c: ¢ = pip;...pn, 0 que acarreta b = ppip,...pn, 0 que €
uma contradi¢do. Logo, X = & e, por conseguinte, todo nimero a € 7 — {1,
0, 1} pode ser escrito como produto de fatores primos.

A unicidade é uma decorrréncia direta do teorema 3.3.4 € seu corolario.

Observacdo Quando os fatores primos se repetem usamos 0s expoentes
para simplificar a notagdo: 8 = 2°; 36 = 223% — 100 = (- 1)2°5% !

Para sua informacéo

Em se tratando de Matematica em geral e de niimeros primos em particular &

perigoso fazer generalizagdes apenas com base numa observacdo ou no modo como se
apresentam. Vejamos o exemplo: 31, 331, 3.331, 33.331, 333.331, 3.333.331 ¢ 33.333.331
sdo todos primos mas 333.333.331 ¢ um numero composto, pois 333.333.331 =
17x19.607.843.

A forma como se distribuem os nimeros primos revela uma completa irregularidade nessa

disposi¢@o. Por exemplo existem pequenos e longos intervalos entre os nimeros primos, o
numero 370.261 ¢é seguido de apenas onze nimeros compostos € ndo existem primos entre
os numeros 20.831.323 e 20.831.533. Essa irregularidade na distribui¢do dos nimeros
primos € uma das razdes de ndo existir uma formula matematica que produza todos os
nimeros primos.

Um fato bastante interessante e que mostra o quanto os nimeros primos vao ficando cada

vez mais raros € o seguinte:

Teorema 3.3.6 Dado um namero inteiro k, existem k& inteiros
_compostos consecutivos.
Prova O fatorial de um nimero inteiro & ¢ definido como sendo k!
= 1x2x3x ... xk. E claro que, se k > 2, k! é composto pois ¢ divisivel por 2.

Considere entdo os seguintes nimeros:
ai=k+)N+2,a=Gk+ D) +3, a:=k+ D +4,...,a,=C+ D +(k+1)
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Estes niumeros sdo consecutivos e todos eles sdo compostos: a; =(k+ 1)! +2
¢ divisivel por 2, a, = (k+ 1)! + 3 ¢é divisivel por 3, a3 = (k+ 1)! + 4 ¢
divisivel por 4, ..., a,=(k+ 1)! +(k+ 1) ¢é divisivel por £+ 1.
Voltemos ao MDC. Um modo de calcular o MDC de dois ou mais nameros ¢
utilizar a decomposic@o desses niimeros em fatores primos.
1) decompomos 0s nimeros em fatores primos;
2) 0 MDC ¢ o produto dos fatores primos comuns.
Exemplo Vamos calcular o MDC entre 36 e 90: 36 = 2x2x3x3 e 90
=2x3x3x5. O MDC ¢ o produto dos fatores primos comuns MDC(36,90) =
2x3x3 = 18. Escrevendo com expoentes: 36 =2%3’¢ 00 =235, :

O MDC de dois ou mais nimeros, quando fatorados, ¢ o produto dos
fatores comuns a eles, cada um elevado ao menor expoente. Dados a e b
inteiros positivos, sempre podemos fatora-los com os mesmos primos: a = ¢
b = . Por exemplo, 28 = 223°5%7" ¢ 30 = 2"3".5".7°. Neste caso,
MDC(28,30) = 2'.3%.5%.7° = 2.

O processo que apresentamos a seguir para calcular o MDC(a,b) €
conhecido como Algoritmo de Euclides ou processo das divisoes sucessivas.
Neste processo, efetuamos varias divisoes até chegar a uma divisdo exata. O
divisor desta ultima divisdo ¢ o MDC.

Regra pratica: suponhamos que a > b

1. dividimos o nimero maior pelo nimero menor, ou seja, dividimos a
por b;

a/b = c (com resto ry)
2. dividimos b, que ¢ divisor da divisdo anterior, por r, o resto da
divisdo anterior, e assim sucessivamente, até obtermos resto zero. Uma vez
obtida uma divisdo exata (resto zero), temos MDC(a,b) = ultimo divisor

deste processo.

50/20 =2 (resto 10)

20/10 = 2 (resto zero).

A ultima divisdo é exata e, pelo algoritmo de Euclides, MDC(50,20) =
ultimo divisor = 10

48/30 =1 (resto 18)

30/18 =1 (resto 12)

18/12 =1 (resto 6)

12/6 = 2 (resto zero)

Pelo algoritmo de Euclides, MDC(30,48) = 6.
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30/15 = 2 (resto zero)
A divisdo ja é exata e MDC(30,15) = 15.

Podemos generalizar o resultado do exemplo anterior da seguinte
forma: se a divide b, entdo MDC(a,b) = a. Dados dois ou mais nimeros, se
um deles é divisor de todos 0s outros, entdo
ele ¢ o MDC dos nimeros dados. Por exemplo: MDC(15,30,45,120) = 15.

|| 3.4 Minimo Multiplo Comum

Se a ¢ divisivel por b, dizemos que a ¢ um multiplo de . Os multiplos de b
sdo 0, £b, +2b, ..., nb, ... Se b # 0, o conjunto de seus multiplos ¢é infinito.
Dados a e b, o conjunto M dos multiplos positivos comuns a @ € b ¢ ndo
vazio pois labl e M. Pelo axioma da boa ordenagdo, M possui um menor
elemento m. Este nimero ¢ chamado Minimo Multiplo Comum de a e b e ¢é
denotado por m = MMC(a,b).

Os multiplos positivos de 4 sdo 4,8,12,16,20,24,... , os de 6 sdo
6,12,18,24,30,36,... ¢ os de 9 sdo 9,18,27,36,... Assim, o conjunto M dos
multiplos comuns a4, 6 ¢ 9 ¢ M = {36,72,...}, sendo o menor elemento de M
o nimero 36 e dai, MMC(4,6,9) = 36.

O processo utilizado para o calculo de MMC(a,b) € através da
decomposic¢do em fatores primos:
) Decompomos os numeros a ¢ b em fatores primos;

o O MMC ¢ o produto dos fatores primos comuns e ndo-comuns.

ny

Se a =p'"prpy-opt e b =p"ppeep, MMC(a,b)

Pl ps - pi, onde s; = max{n;,m;}. Por exemplo, 28 = 2%.3°.5%7" ¢ 30 =
21.31.51.7% Neste caso, MDC(28,30) = 22315171 = 420. Isto ocorre porque
todo multiplo de a = p;" py* pi*---p;* tem que ter, em sua fatoragdo em

primos, todos os primos que aparecem na fatoragdo de a. O mesmo ocorre, €

ny my

claro, com qualquer multiplo de b = p" p32 py® -+ pl'* .

Temos 10 = 2x5 e 24 = 2x2x2x3 = 2°x3 = MMC(10,24) = 2°x3x5 = 120.
30 = 2x3x5 e 54 = 2x3x3x3 = 2x3° = MMC(30,54) = 2x3°x5 = 270.

Se MDC(a,b) = 1, isto significa que a ¢ b ndo possuem fatores
primos comuns e, portanto, MMC(a,h) = ab. Como exemplos, temos:
MMC(5,6) = 30; MMC(7, 12) = 84; MMC(6,25) = 150. Se um dos numeros,
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digamos a, for multiplo do outro, b, entdo MMC(a,b) = a. Por exemplo,
MMC(5,10) = 10.

O processo que descrevemos a seguir ¢ util para calcular o MMC de
n nimeros quaisquer ¢ € conhecido como Processo de Decomposicédo
Simultanea.

Neste processo decompomos todos os 15 24 60 2
nimeros ao mesmo tempo, num dispositivo 15 12 30 2
como mostra a tabela ao lado. O produto dos 15 6 15 2
fatores primos que obtemos nessa decomposicao 15 3 15 3
¢ o minimo multiplo comum desses numeros. 51 5 5
Ao lado vemos o calculo de MMC(15,24,60). 1 1 1

De acordo com a tabela ao lado e o descrito

acima, temos

MMC(15,24,60) = 2x2x2x3x5 = 120.

O teorema seguinte relaciona o minimo multiplo comum com o maximo

divisor comum.

1y m ny

Prova Se a =plplpl--pl eb=phpl
pi'pypy e pit onde s; = ni+ mi. Como
d= MDC(CI b) — plmin{nl,ml}p;ﬂin{nz,mz}pgnin{n3 Y 'plr{nin{nk my}

Py prt, entdo ab =

m= MMC((J,b) _ plmax{n] ,m]}p;nax{nz,mz}p;nax{n3,m3} . ‘plr{nax{n,{ .}

e min{n;,m;} + max{n;m;} = n; + m;, temos ab = md.
. Exemplos 1. Como 3 = MDC(9,12), temos que MMC(9,12) = 9x12/3 = |
| 9x4 = 36. |

2. Se MDC(a,b) = 1, entdo MMC(a,b) = ab, ou seja, o MMC

i de nimeros primos entre si é o produto desses niimeros.

| 4. Avaliando o que foi construido

Nesta unidade, apresentamos os conceitos de Maximo Divisor
Comum e Minimo Multiplo Comum, Numeros Primos e o Teorema
Fundamental da Aritmética. Vimos também que o método mais simples de

se obter o MMC e o MDC ¢ a decomposicao em fatores primos.
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No Moodle

Agora va a plataforma MOODLE e procure responder as questdes e resolver os exercicios referentes
ao tema estudado.

134



OlgleEle[cAVAR  Congruéncias

|| 1. situando a Temética

Nesta unidade reintroduzimos o conceito de congruéncia visto na
Unidade II e, a partir das propriedades de congruéncia modulo n, daremos
alguns critérios para verificar a divisibilidade de um nGmero inteiro por

outro.

| 2. Problematizando a Tematica

Alguns critérios de divisibilidade sdo evidentes como, por exemplo,
por 2 (basta que o nimero a ser dividido seja par), por 5 (o nimero deve
terminar em 0 ou em 5), por 10 etc. No entanto, mesmo com critérios
simples, fica dificil determinar a divisibilidade quando o numero a ser
dividido ¢ muito grande. H&4 muito tempo, sabemos que para um nimero ser
divisivel por 3, basta que a soma de seus algarismos seja divisivel por 3: por
exemplo, 34.752 ¢ divisivel por 3 pois 3 +4 +7 + 5+ 2 =21 que, por sua
vez, ¢ divisivel por 3, mas como saber se 0 nimero 2077 + 3473% ¢ ou

ndo, divisivel por 3?

|| 3. Conhecendo a Tematica

|| 3.1 Congruéncia modulo n

i Definicdo 3.1.1 Dizemos que dois niimeros inteiros a € b S0

i congruentes modulo n, se n|(a — b), ou seja, existe k € Z tal que a — b = kn.

Exemplos —1=6(mod 7); 9=-1 (mod 10); 5=-2 (mod 7); 19 =4

(modS)=-—l(meds).
Usamos a nota¢ao a = b(mod n) para indicar a congruéncia de a com

b modulo n. J& vimos, na unidade II, que @ ~ b se a = b(mod n) é uma

relagdo de equivaléncia em Z. O teorema seguinte nos diz quantas sdo as

classes de equivaléncia modulo n.

Teorema 3.1.1 Dados a e b nimeros inteiros, temos @ = h(mod n)

| se, e somente se, @ e b possuem o mesmo resto quando divididos por n.

Prova a=b(mod n) < Ik € Ztal que a — b = kn.

Pelo algoritmo da divisdo, existem ¢ , r € Z tais que
b=gn+r,com0<r<n.

Dai,
a—-b=kn=a=b+kn=¢gn+r+Kkn,

135



ou seja,
a=(g+kn+r,com0<r<n.

Portanto, a e b possuem o mesmo resto quando divididos por n.

Como, para cada n € 7, existem exatamente n “restos” possiveis, 0,
1,2, ..,n—1¢aclasse de equivaléncia de k € Z é a mesma classe do resto
da divisdo de k por n, o conjunto quociente € Z/=(mod n) possui exatamente
n elementos ¢ ¢ denotado por 7, = {0,1,2,...n — 1}. Com esta notagéo
simplificada, estamos identificando cada classe de Z,, por um representante e
isto significa que, quando escrevemos 0 € Z, estamos nos referindo a classe
que contém o zero, que ¢ o conjunto cujos elementos sdo os multiplos de n,
ou seja, 0 € Z,denota o conjunto de todos os elementos x tais que x = 0(mod
n). Vocé€ pode continuar colocando a barra sobre o elemento de Z, se lhe

ficar mais compreensivel.

|| 3.2 Operagdes em Z,

Em Z,, € possivel definir as operagdes de soma e produto da seguinte forma:

Definicéo 3.2.1 Dados x e; € Z,, definimos a soma ;+;=x+y

. e o produto ;-;zx-y.

i Exemplos 1. Em Z3, os elementos (classes de congruéncia) sdo 0, 1 e 2, !
i logo 1 +2 =3 =0(mod 3), ou seja, em Z3, 1 +2=0. Aindaem Z;,2 +2 =4
= I(mod 3), ou seja, em 73,2 +2 = 1. |

, 2. Em Zs={0,12,3,4,5}, temos 1 +0=1,2+3=5,4+3 =
| 1,4+4=2,2x3=0,4x3=0,3x3 =3 e 4x4 = 4. |

Prova 2+3=5¢1+0=1 dispensam maiores explicacbes. Em Z,
2x3 = 6 e, como 6 ¢ congruente a zero (mddulo 6), podemos escrever que,
em Zg, 6 = 0. As outras desigualdades ficam como exercicio.

Veja as tabelas de soma e produto em Z;.

a+b

8
>

(=]

NN N (= = = | OO (O |Q
N = o[ —= o (N |~ |o |

— O N[O (N =N =
NN (N = == O[O (O (R
N = (O =[O (= O |
=l | \S RN Rl | NS R L Fen i e R fan i) Ken)
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Definicéo 3.2.2 Dado um elemento a de Z,, dizemos que a # 0
! possui inverso multiplicativo em Z, se existir b # 0 em Z, tal que ab = 1.

Todo elemento a # 0 de Z,, com p primo, possui inverso multiplicativo. O
inverso de 3, em Zs, ¢ 2, pois 3X2 = 6 = 1(mod 5). Tente encontrar, para cada

a#0deZ, comp=3ecomp=S5, seu respectivo inverso multiplicativo.

Definicéo 3.2.3 Dados a, b e c em Z, tais que a = bc e b # 0,

i dizemos que a € divisivel por por b e a+b = c.

Note que, em Z, temos algumas divisdes que podem ser efetuadas: 4+2 =2,
2+2 =1, 0+3 = 0 etc. Mas ndo pode 3+2 ou 5+4. Em Z;, no entanto, todas as
divisdes a+b, com b # 0, podem ser efetuadas: 1+1 =1, 1+2 = 2 (porque 2x2
=1, em 7Z3), 2+1 =2, 2+2 =1 ¢ 0+a = 0, para qualquer a € Z;. Aqui, a
expressdo “a divisdo pode ser efetuada” significa que o resultado da mesma
¢ um elemento do conjunto no qual se estd trabalhando. Quando p é um
ntmero primo, podemos definir a opera¢do de divisdo em Z,.

Veja, a direita, como fica a tabela de multiplicagdo e divisdo em Z.

Na coluna que indica a divisdo a+b, “ — ” significa que ndo existe a

operagdo, pois, como em um conjunto numérico, nao se pode dividir por 0.

Lembre que, neste caso, os elementos a e b ndo representam

numeros ¢ sim classes de equivaléncia (congruéncia médulo 3).

: Exercicios 1. Em Z,, quanto vale 5+4?
2. Em Zs, 7 € divisivel por 5? Por que?

3. Complete a tabela abaixo para Z,.

137

]
>

(=R [

NN (N = == O O O (R
N = (DN =[O (= O (S
— N (O = OO (OO




3.3  Propriedades das Congruéncias mddulo n e Critérios de
Divisibilidade

Teorema 3.3.1 Dados a e b nimeros inteiros, se @ = b(mod n) e ¢ =
d(mod n) entdo
a+c¢ =(b + d)(mod n).

Prova a=b(modn) < Ix e Ztalquea =>b + xn e ¢ =d(mod n)
& dyeZtalquec=d+yn

Logo,
atc=b+d+(x+ymea+c =(b+d)(modn).

| Exemplos 7 =2(mod 5) e 15 = O(mod 5). Logo 22 = 2(mod 5); 143 = |
. 3(mod 5) e 527 = 2(mod 5) = 670 = 0(mod 5); 20 = — 1(mod 7) e 218 = !
i 1(mod 7) = 237 = 0(mod 7), ou seja, 237 ¢ divisivel por 7. '

Teorema 3.3.2 Dados a e b nimeros inteiros, se a = b(mod n) e x €
Zemdoax=bx(modn).
Prova a=b(modn) = I ke Ztalquea—b =kn = ax — bx = kxn

& ax = bx(mod n).

. Exemplos 37 =2(mod 5) = 37x2 = 74 = 4(mod 5); 14 = 3(mod 11) = |
14x4=56=12(mod 11)=1(mod 11).
A reciproca do teorema 3.1.3, que seria a lei do cancelamento, nao
vale em Z,: 7x2 = 4x2(mod 6). Se valesse a lei do cancelamento, teriamos 7
= 4(mod 6), o que nao ocorre, pois 7 = 1(mod 6) # 4(mod 6).
Teorema 3.3.3 Dados a e b nimeros inteiros, se a = b(mod n) e ¢ =
d(mod n) entdo ac = bd(mod n). '

Prova Como a = b(mod n), 3 x € Z tal que ¢« = b + xn.
Analogamente, como ¢ = d(mod n), 3 y € Z tal que ¢ = d + yn. Portanto,

ac —bd = (b + xn)(d + yn) — bd = bd + byn + dxn + xyn> — bd = (by + dx +

xyn)n,
ou seja,
ac = bd(mod n)
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Teorema 3.3.4 Dados a ¢ b nimeros inteiros, se a = b(mod n) e x €
Noenttoa =pmodn).
Prova Suponhamos que a = b(mod n) e considere X = {k € N| &

= b"(mod n)}. Usaremos o Principio da Indugio para provar que X = N.

J E claro que 1 € X.

. Suponhamos que para algum k € N, tenhamos &* = b*(mod n), ou
seja, k € X.

o Como a = b(mod n), temos, pelo teorema 3.1.4, ad* = bb*(mod n),

isto &, a* "' = b (mod n).
Daj, k+1 e X=X=N.

Dos teoremas 3.1.3 e 3.1.5, obtemos o seguinte resultado:
Teorema 3.3.5 Dadosae b € Z com a=b(modn) e p(x)=ay+ ax
D+ ax’ + ... + ayx™ um polindmio com coeficientes em Z entdo p(a) =
. p(b)(mod n).

. Exemplos 1. Como 7 = — 1(mod 8) entdo 7° = — 1(mod 8) ¢ 7°**
1(mod 8) e 7°° + 7°** ¢ divisivel por 8, pois 7°° + 772 = (- 1 + 1)(mod 8) =
| 0(mod 8). '

2. Mostre que 20°” + 55%* ¢ divisivel por 3.

Prova Para mostrar que um numero a € Z ¢ divisivel por b € Z,

basta provar que @ = 0(mod b).

Temos que 20 = — 1(mod 3) e 55 = 1(mod 3) = 20°” = — I(mod 3) e 55** =
1(mod 3). Portanto, 20°” + 55** = 0(mod 3).

3. Mostre que ay + a;x10 + a>x10? + ... + a,x10" é divisivel por 3 se, !
| e somente se, ag + a; + a, + ... + a, é divisivel por 3, ou seja, um niimero ¢

+ divisivel por 3 se, e somente se, a soma de seus algarismos ¢ divisivel por 3.

Prova Considere o polindmio de coeficientes inteiros p(x) = ap +
ax + ax’ + ... + ax". Como 10 = 1(mod 3), pelo teorema 3.1.5, p(10) =
p(1)(mod 3), ou seja,

ao+ ayx10 + axx10% + ... + a,x10" = (ap + ay + a> + ... + a,)(mod 3)

Logo, ap+ a;x10 + ax10% + ... + a,x10" é divisivel por 3, ou seja,

ao+ a1x10 + a;x10% + ... + a,x10" = 0(mod 3) )
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se, e somente se, ap + a; + a, + ... + a, € divisivel por 3, ou seja,
aytatay+..+a,=0(mod 3) 1)

e as congruéncias (I) e (II) sdo equivalentes.

4. Mostre que ao + a;x10 + a;x10% + ... + a,x10™ é divisivel :
por 4 se, ¢ somente se, ap + a;x10 ¢ divisivel por 4. Para testar a
divisibilidade por 4 basta verificar os dois ltimos algarismos que compdem
o numero na base 10. Assim, 45.318 nao ¢ divisivel por 4, pois 18 ndo ¢

divisivel por 4. J& o nimero 3.748 ¢ divisivel por 4 porque 4 divide 48.

Prova Como 4 divide 100, temos ax10* = 0(mod 4), V k > 2. Dali,
ao + a1x10 + ax10* + ... + a,x10™ = (ao + a;x10)(mod 4)

ao + a1x10 + ax10* + ... + a,x10™ = 0(mod 4) < ao + a;x10 = 0(mod 4).

Como 10 = 2(mod 4), o critério de divisibilidade por 4 pode ser ligeiramente
melhorado da seguinte forma: aq + a;x10 + ax10% + ... + a,x10™ é divisivel

por 4 se, e somente se, ao + 2a; ¢ divisivel por 4.

Exemplos 546 ndo ¢ divisivel por 4 pois 6 + 2x4 = 14 ndo ¢ divisivel
1 por 4; 976 ¢ divisivel por 4 pois 6 + 2x7 = 20 ¢ divisivel por 4.

1 Exercicios 1. Qual o critério de divisibilidade por 9 de um numero :
| inteiro A = ap + a;x10 + @X10° + ... + a,x10"?

i 2.Sejama,bec € Ztaisquea = bc+ 1. Mostrequea= — !
i 1(mod b). Por exemplo, 3.457 = — 1(mod 9), pois 3.457 =3.456 + 1 e 3.456 !
1 & divisivel por 9. .

. 3. Observe que ao + a;x10 + ax10* + ... + a,x10™ = ao(mod

10), onde ay € {0,1,2,...,.9}, ou seja, para determinar o ultimo algarismo de

um numero, basta calcular a sua congruéncia modulo 10. Por exemplo,

44.876 = 6(mod 10). Determine o digito das unidades (ltimo algarismo) do
Sugestio: Observe que 3% = (3%)* ¢ 3> =9 =— I(mod 10) e, se a = — 1(mod
10), seu ultimo algarismo ¢ 9.

|| 4. Avaliando o que foi construido

Nesta unidade, reapresentamos o conceito de congruéncia modulo n

com o objetivo de expor algumas técnicas para se obter critérios de
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divisibilidade. Apresentamos o conjunto quociente 7, = Z/=(mod n) com

uma forma mais simplificada e informamos a possibilidade de se definir a
operagdo de divisdo em Z, com p primo.

No Moodle

Agora vé a plataforma MOODLE e procure responder as questdes e resolver os exercicios referentes ao tema -m

estudado.
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